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Vorwort.

Der vorliegende zweite und letzte Band dieser Vorlesungen entstammt
den Jahren 1915 bis 1917, der Zeit, als die allgemeine Relativititstheorie
die Gedanken aller Mathematiker und Physiker auf sich lenkte. Felix
Klein als Siebzigjahriger hat die neuen Theorien mit einer auBerordent-
lichen Energie durchgearbeitet. Die aus dieser Forschungsperiode stam-
menden Seminarprotokolle, Korrespondenzen, Vortragskonzepte, No-
tizen und Ausarbeitungen fiillen, von Klein selbst geordnet, sieben
umfangreiche Aktenmappen. Nur der kleinere Teil davon bildet die
Grundlage dieses Bandes. Anderes findet sich in einzelnen Abhand-
lungen Kleins wieder. Vieles aber, was schon bis zum ausfiihrlichen
Entwurf ausgearbeitet ist, hat Klein nicht mehr zum Abschluf} bringen
konnen.

So ist auch dieser zweite Band Fragment geblicben. Geplant
war ein systematisches Vordringen von den ersten invariantentheore-
tischen Ansitzen in der Geometrie bis zur Einsteinschen Gravitations-
theorie. Kleins personliche Anteilnahme war mehr bei der mathemati-
schen Vorgeschichte der Einsteinschen Lehre, als bei ihrer endgiiltigen
physikalischen Auspragung. Diese Vorgeschichte hat er zu einer Dar-
stellung in drei Kapiteln gebracht, die er so noch nicht fiir den Druck
bestimmt hatte. Sie ist es, dic im Folgenden zu fast ungeéindertem
Abdruck gelangt.

Das vierte Kapitel sollte die allgemeine Relativititstheorie behandeln,
sowie die Hamiltonsche Mechanik unter besonderer Wiirdigung der Lie-
schen Theorien der Beriihrungstransformationen und der kontinuier-
lichen Gruppen. Dieses Kapitel ist leider nicht fertig geworden. s
sind aus verschiedenen Jahren zahlreiche Entwiirfe dafiir vorhanden,
keiner aber in einer Form, die den Herausgebern es ermdglicht hiitte,
sie druckreif zu machen, ohne in unzulissiger Weise Kleins Ansitze
mit eigenen Formulierungen zu vermischen.

Das Fehlen des vierten Kapitels beeintréchtigt freilich mehr den Auf-
bau des Buches in sich, als seine Bedeutung fir die Offentlichkeit.
An Darstellungen der Relativitdtstheorie als solcher besteht kaum ein
Mangel. Die gedankliche und auch die historische Verwachsenheit der
modernen Ansitze mit der Mathematik des 19. Jahrhunderts findet




VI Vorwort.

dagegen im vorliegenden Buche ihre erste ausfithrliche Behandlung.
Vorkenntnisse, Schulung und selbstindige Mitarbeit setzt der Zweite
Band vielleicht in etwas hsherem MaBe voraus als der erste; das Bio-
graphische tritt gegeniiber dem ersten Bande zuriick.

Friir dic Fertigstellung des Textes trigt der jingere der Herausgeber
allein die Verantwortung. Wie im ersten Bande war das leitende Prin-
zip, so wenig an dem Kleinschen Manuskript zu dndern wie moglich.
Dennoch erschienen einige stilistische Anderungen unumgéinglich; ein
Buch kann nicht durchweg dieselbe Sprache sprechen wie eine Vor-
lesungsausarbeitung, die fiir einen beschrinkten Leserkreis bestimmt
war. - Sachlich ist der Text nirgends gedndert. Die Fortentwicklung
der Wissenschaft in dem Jahrzehnt, das seit dem AbschluB des
Kleinschen Manuskripts vergangen ist, machte aber einige Zusitze er-
forderlich; es sind das erstens manche der FuBinoten, die wie im
ersten Band durch cin hinzugefiigtes (H.) von Kleins eigenen FuBnoten
unterschieden sind, zweitens Erlduterungen am KapitelschluB, auf die
im Text gewdhnlich durch das Zeichen * verwiesen ist. Auch die
Erliuterungen sind fiir geschulte Leser bestimmt und knapp gehalten.

Beim Lesen  der  Korrekturen haben die Herren Neugebauer,
I'riedrichs, Lewy und Grell wertvolle Hilfe geleistet. Herrn D. J. Struik
verdanken wir wichtige sachliche Anregungen bei der Durchsicht des
Manuskripts.

Golttingen, Oktober 1927, R. Courant,
St. Cohn-Vossen.
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Einleitung.

Der erste Band hatte mit einer Darlegung der Bedeutung geschlossen,
welche die Lehre von den diskoniinuierlichen Transformationsgruppen
und den bei ihnen unverinderlichen, den »automorphen® Funktionen
in den letzten Jahrzehnten fiir die verschiedensten Zweige der Mathe-
matik gewonnen hat.

Wir wenden uns jetzt der nicht minder weitreichenden Entwicklung
und Bedeutung zu, welche die kontinuierlichen Transformationsgruppen
in demselben Zeitraum gewonnen haben. Aber wir werden fiir unsere
Berichterstattung keine streng chronologische Anordnung withlen. Die
weitergehenden Arbeiten von Lie, die 1870 mit rein geometrischen
Untersuchungen begannen und bald fiir das Gesamtgebiet der Differen-
tialgleichungen von weitreichender Bedeutung werden sollten, schieben
wir einstweilen noch zuriick. Wir kniipfen vielmehr an das Referat an,
das in Bd. 1, Kapitel IV iiber die Entwicklung der ,,algebraischen’ Geo-
metrie gegeben wurde. Nach den Grundsitzen, welche ich in meinem
Erlanger Programm (1872) entwickelte, lassen sich die verschiedenen
Richtungen der dabei benutzten Ansiitze dahin charakterisieren, daf3 es
sich jeweils um die Tnvariantentheoric einfacher linearey Transformations-
gruppen handelt. Nun hat sich etwas sehr Merkwiirdiges begeben. Die
Klassifikation der geometrischen Theorien nach der Art der zugrunde
gelegten Transformationsgruppe hat nidmlich auf den Bereich der
Mechanik und mathematischen Physik {ibergegriffen und sich auch hier
als sicherer Leitfaden zur Erfassung heute im Vordergrunde stehender
Ideen erwiesen. Ich meine diejenigen Spekulationen, welche man
unter dem Namen Relativititstheorie zusammenfaft. Sie sind zunichst
giinzlich unabhiingig von den Arbeiten der Geometer entstanden: durch
ntwicklung der Tragestellungen, die sich an Maxwells clektro-
magnetische  Auffassungen anschlossen. Dall sie unbewullt zu ganz
ihnlichen Formulierungen hingefithrt haben, wic unserc rein mathe-
matischen Ansiitze, ist cines der merkwiirdigsten Beispiele fiir die
von Zeit zu Zeit immer wieder hervortretende, trotz aller Speziali-
sierung der neueren Arbeitsrichtungen bestehende Einheitlichkeit der
wesentlichen Fortschritte des mathematischen Denkens. Diesen Paral-
lelismus hervorzukehren liegt zu sehr im Interesse meiner Gesamt-
darstellung, als daB ich ihn hier mir entgehen lassen diicfte. Ich darf
um so mehr darauf eingehen, als ich ohnehin schon — Bd. 1, Kapitel V —



2 1. Kap. Elementares iiber die Grundbegriffe,

die Entwicklung der Mechanik und mathematischen Physik bis zum
EinschluB der Maxwellschen Arbeiten gefiihrt habe. Als Inhalt der im
folgenden zu gebenden Darstellung kann geradezu der Zusammenschluf
der zwei Kapitel bezeichnet werden, die in Bd. 1 lose nebeneinander
gestellt worden sind. Zugleich gewinne ich, indem ich die Grundgedanken
des Erlanger Programms solcherweise an einfachen Beispielen erliutere,
eine gute Basis fiir die spiter zu gebende Besprechung der Lie’schen
Arbeiten,

Die Erreichung des so gesetzten Zieles verlangt freilich gewisse Vor-
bereitungen. Soll es nicht nur bei ganz allgemeinen Aussagen bleiben,
so muB eine genauere Kenntnis wenigstens der Elemente der all-
gemeinen linearen Invariantentheorie vorausgesetzt werden, als ver-
mutlich vorhanden ist. Ich beginne also mit einigen einschliigigen
Erérterungen, die ich dadurch im Sinne meiner Gesamtdarstellung zu
beleben suche, daB ich iiberall Bemerkungen iiber die historischen Zu-
sammenhinge einschalte. Eine gewisse Uberdeckung mit den Dar-
legungen von Bd. 1 ist nicht ganz zu vermeiden, doch wird die Auswahl
des Stoffes ganz anders getroffen und es tritt auch die Wiirdigung der
Personlichkeiten als solcher mehr zurtick.

Erstes Kapitel.

Elementares iiber die Grundbegriffe der
linearen Invariantentheorie.
A. Ausfithrungen iiber allgemeine lineare
Invariantentheorie.
§ 1. Lineare Substitutionen. Invariantenbegriff?).

Wir fithren zundchst irgendwelche # GrésBen
Xy Xy, oo, Xy

1) Als ein kompenditses und fiir unsere Zwecke besonders geeignetes Lehrbuch
ist Bochers Einfihrung in die hihere 4 lgebra zn empfehlen (zuerst englisch, New
York 1907, deutsch Leipzig 1910, 2, Aul. 1925). Andererseits nenne ich den ersten
Band der Gesammelten Werke von Sylvester (Cambridge 1904). Dort stebt anf
S. 198202 eine kurze Note aus dem Cambridge and Dublin Math. Journal IV
(1851), betitelt ,,On the general Theory of associated algebraical forms", wo zum
ersten Male der Terminus ,,Invariante” eingefiihrt ist. Dann ferner von S, 984 an
eine lingere, leider unvollendet gebliebene Arbeit ,,0On the principles of the calculus
of forms* (Cambridge and Dublin Math. Journal VII [1852]), wo die Ausdriicke ko=
gredient'’ und »kontragredient'’, sowie manche andere, die wir fernerhin gebrauchen,
zum ersten Male vorkommen. —Anm. , Hg.: Inzwischen neu erschienen: Weitzen-
béck: Invariantentheorie, Groningen 1922,




A. §1. Lineare Substitutionen. Invariantenbegriff, 3

als Urvariable ein. Sie sollen beliebigen, unimodularen *, homogenen
linearen Substitutionen

e R isik!r‘-l

Xp = Sp1%; + - +snﬁx‘;&
unterworfen werden. ,,Kogredient heiBen dann zunichst solche
Variabelnreihen

Yis Yoo oo os Yn
oder

2y, %3, « .., %, USW.

welche jeweils dieselben Substitutionen (1) erleiden.
Zu den hierzu ,kontragredienten'’ Variabelnreihen kommt man,
wenn man eine lineare Form

HyXy T+ UgKg v A Uy Ky
betrachtet, die durch die Substitution (1) in
2y %y - Uy Ky ¢ 4w, %,
tbergehen mag. Indem wir fiir die x aus (1) ihre Werte in den %’ ein-
tragen und die Koeffizienten der einzelnen %’ vergleichen, bekommen wir:
WISy Uy Seythy o Sy Uy
2) e
’I/t,;, =S Uyt Sap et S, 0,

Gegeniiber (1) erscheinen die neuen Variabeln mit den alten, und die
Horizontalreihen des Koeffizientenschemas mit den Vertikalreihen ver-
tauscht und eben hierin liegt das Wesen der Kontragredienz. — Offen-
bar ist das Verhiltnis der Substitutionen (I) und (2) zueinander ein
gegenseitiges. Wir hétten statt mit den x ebensogut mit den = (oder
irgendwelchen zu ihnen kogredienten Gréflenreihen, die wir in der Folge
v oder w, . ... nennen) beginnen kénnen (Prinzip der Dualitit).

Aus GroBenreihen von der Art der x oder % werden wir fortschreitend
jetzt andere zusammensetzen, die infolge von (1) bzw. (2) ebenfalls
homogene lineare (unimodulare) Substitutionen erfahren. Dahin gehéren
z. B. die Terme 2. Grades

2

X2, 2x,x,, a2, ..., A2,
oder auch die bilincaren Verbindungen aus zwei Reihen kogredienter
Variabeln:
X1 Y1 (xl Ve -I" x“’.yl) X Ve, ey XV,

bzw. die anderen

(xl Yo "’23’1) ’ (x1y3 — % yl) yor (xn-lyn — Xy }'11-1) .
Wir nennen die linearen Substitutionen, die sie infolge von (1) bzw. (2)
erleiden, durch (1) bzw. (2) induziert. Diese induzierten Substitutionen
sind nicht mehr notwendig die allgemeinsten linearen Substitutionen




4 1. Kap. Elementares tiber die Grundbegriffc.

ihrer Art. Im {ibrigen iibertrégt sich auf sie der Begriff der Kogredienz
und der Kontragredienz.
Nimmt man z. B. eine quadratische Form heran:
f (CZ, .‘K’) = “115\'% - 2 Ayp Xy Ny =+ E2Y) 9(% + R Ly x}:,

o ‘e

. . PR ,
und verlangt, daB /(a, x) mittels (1) in /{a’, &) =a], o ta, 5
tibergeht, so erweisen sich die

Ar1s Gygy Agps oy dyp
zu den

2%, 2w, 4, ..., a2
kontragredient. Ein speziclles Beispiel einer solchen quadratischen Form
ist das Quadrat einer Lincarform:

(ap2; 4 pgdg - o0 2, 3,) 2

wir schliefien, daB3 dic

ud, wyuy, ud, ..., ul
zu den

Ay, Arg, Gyg, - oey @yy

kogredient sind.  (Die Einzelheiten des Ansatzes wolle man durch-
denken. Es kommt in Betracht, daB dic 2%, % %, ..., sowic die 112,
Uy tly, ..., obgleich nicht voneinander unabhingig, doch linear unabhiingig
sind *.)

Jeden Inbegriff nun von irgend N linear unabhéin gigen GroBen, welche
infolge von (1) baw. (2) homogene lineare Substitutionen erleiden,
nennen wir mit Sylvester einen Komplex (Plexus)t). Das Zicl der all-
gemeinen lincaren Invariantentheorie, wie es von ihren Begriindern ins
Auge gefaft wurde, LiBt sich dann so bezeichnen: Es sind irgendwelche
GroBenkomplexe vorgelegt. Man soll aus ihnen in allgemeinster Weise
Ausdriicke zusammensctzen, dic in den GroBen jedes cinzelnen Kom-
plexes rational, ganz und homogen sind, und die Eigenschaft haben,
sich bei den unimodularen Substitutionen (1) bzw. (2) nicht zu #ndern.

Als niederstes Beispiel bietet sich sofort dic Determinante aus
# Reihen kogredienter GroBen

Xy Ny o Xy ’uluz...un"

R O N R N
| |

Ity t, ! ;wlwz...w,,‘

dar, wie sich durch cinfache Anwendung des Determinantenmultipli-
kationssatzes crgibt. Die Leistung der Theorie aber muB sein und ist es
in der Tat, auf solche cinfachste Beispicle dic Bildung aller gesuchten
»Invarianten durch systematische Algorithmen zuriickzufithren.

Es ist unméglich — und fiir das Folgende auch nicht nétig —,

') Neuerdings auch fincare Grife genannt. Vgl Weyl 1, ¢. S. 205. (EL) ‘



A. §2. Die GraBmannschen Stufen. 5

von dem so umrissenen Programm der allgemeinen linearen
Invariantentheorie hier eine genaue Ausfiihrung zu geben. Weiter-
gehendes, was sich auch in der Form an die folgenden Erdrterungen
gut anschlieBt, findet man z. B. beg Hurwitz in Bd. 45 der Math. Annalen
(1894). Es muB geniigen, daB wir einzelne einfachste Beispiele von
Komplexen und zugehérigen Invarianten betrachten und uns bei ihnen
sowohl von dem Sinn als von der ZweckmifBigkeit der aufgestellten
Fragestellung iiberzeugen.

Zuerst werden wir als typische Beispiele von , Komplexen die
von GraBmann in seiner linealen Ausdehnungslehre (1844 bzw. 1862)
eingefithrten Stufen geometrischer Griflen einordnen.

§ 2. Die GraBmannschen Stufen.

Neben der Determinante aus # Reihen kogredienter Verinderlicher
(%), (%), - .., bzw. (), (v), ..., die eine Invariante ist (also fiir sich einen
Komplex ausmacht), nannten wir bereits als Beispiel eines Komplexes
den Inbegriff der zweigliedrigen Determinanten, die sich aus dem recht-
eckigen Schema

X

X, X

1
| Y1Ya---Vn
zusammensetzen lassen. Wir wiirden solche zweigliedrige Determinanten
natiirlich auch aus GréBen #, v zusammensetzen kodnnen.
GraBmanns allgemeiner Ansatz geht nun dahin, iiberhaupt
die Komplexe zu betrachten, die sich aus u Reihen kogredienter Ver-
dnderlicher (), (y), ..., bzw. (1), (v), ... zusammensctzen lassen, wo g
der Reihe nach gleich 0, 1, 2, ..., (# — 1) genommen sein soll.
Wir bekommen also, wenn wir vorliufig nur von den (x), (¥), ---
ausgehen, die folgende Reihe von # Stufen?):
=0 die reine ZahlgréBe (wie GraBmann sagt), zusammenfallend
mit dem, was wir Invariante nennen;

IR

w=1 die # GréBen x; selbst;
n(n—1 o qe . :
=2 den Komplex der ne 2~~~) zweigliedrigen Unterdeterminanten
(% — % Ya);

u = n—1 die » Determinanten aus (n~— 1) Reihen (x), (y),
Da die n-reihige Determinante, wie wir bemerkten, eine Invariante ist,
so schlieBt sich die hiermit aufgezahlte Reihe von Komplexen zyklisch.

1) DaB es sich immer um , Komplexe handelt, ergibt sich wieder aus
dem Determinantenmultiplikationssatze, der in der Tat als das eigentliche
Fundament aller linearen Invariantentheoric angesehen werden kann, — Die
GraBmannschen Stufen sind erst verhdltnismaBig spat der Invariantentheorie

explizite eingefiigt worden, nimlich durch Clebsch 1872 (Uber cine Funda-
mentalaufgabe der Invariantentheorie, Bd. 17 der Gottinger Abhandlungen).
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Genau so werden wir von den (#) . .. ausgehend # Stufen 'bekommen,
deren Beziehung zu den Stufen, die wir aus den (%) ... ableiteten, auf-
zukldren bleibt.

Die genauere Behandlung kniipfen wir, damit die Darstellung nicht
zu abstrakt ausfillt, an die niedersten Zahlenbeispiele an.

Bei # = 2 haben wir natiirlich noch nichts Neues.

Zu n = 3 bemerken wir, daB die zweigliedrigen Determinanten
%y ¥y Hy

Y1¥2 Vs
zu den kontragredienten GréBen
Uy, Uy, Uy

beziehungsweise kogredient sind. Dies folgt daraus, daB die drei-
gliedrige Determinante

%y %, %,
Y1¥2 Vs
2y 2y A
die doch eine Invariante ist, folgendermaBen als Lincarform in den z
geschricben werden kann:
2y (%2 Y5 — Xy ya) + 2y (% 3y — 21 35) + Zy (%1 Ya — %p 31)
Man sieht zugleich, daB bei beliebigem # das entsprechende Theorem
fiir den Komplex der (# -— 1)-reihigen Determinanten gilt.

Betrachten wir nun insbesondere den Fall # = (der wegen seines
Auftretens in den Spekulationen der modernen Physik fiir uns be-
sonders wichtig ist). Von den viererlei Stufen w=0,1, 2, 3 kinnen
=0, 1,3 als erledigt gelten, so daB sich unsere Aufmerksamkeit auf
u = 2 richtet.

Wir setzen
(3) Pir = %y — Y%y
.(ZI.ISO b= —~ Pra) .

Indem wir die identisch verschwindénde Determinante
Xy Xy Xy Xy
Y1 Y2 ¥3 Y4
Xy Xy Ky X,
Y1 Y2 ¥y Yy

nach zweigliedrigen Unterdeterminanten entwickeln, schlieBen wir, dafl
der Ausdruck

(3') P = P12 P3a + P1y Pus 'f‘f’uj’zal)

1) Geduchtnisregel fur die Indizes der Summanden: erstes Glied 12; 34.

Dann zyklische Vertauschung der letzten drei Indizes unter Festhaltung des ersten
Index 1. (H.)
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den Wert Null hat. Die induzierten Substitutionen, welche die ;; bei
den linearen Substitutionen der x, y erleiden, miissen also die Gleichung
P =0 in sich selbst iiberfithren. In der Tat bemerkt man, dall die p,,
an keine andere Bedingung, als eben P = 0 gekniipft sind*. Von hier
fithrt nun ein weiterer Schritt zu der Einsicht, daB fiir irgendwelche
(unabhingige) GroBen b;, die mit den p,, kogredient sind, der ent-
sprechend gebildete Ausdruck

(4) B = b0y + bygbyy 4 byg Doy

eine Invariante ist. Wir wollen diesen Schritt niher ausfiithren, weil
analoge Uberlegungen in der Invariantentheorie sehr hiufig benutzt
werden!) und er zudem ein Zwischenresultat umschheBt auf das wir
uns weiterhin berufen miissen.

Zu dem Zwecke gehen wir von der viergliedrigen Determinante aus:
|

P EL Ey Xy Xy

1 Y1 Y2 Vs %4

Zy By 2y 2

ty by ty 1,

die wir nach zweigliedrigen Unterdeterminanten

. s
Pie =%V — ¥ %, Pip=2l—1: %
entwickeln, was

‘ , , L., AP
(5) ProPsst PagPrat - =2 7’11,07:.”‘

ergibt. Dieser Ausdruck ist also—wie unsere viergliedrige Determinante
— eine Invariante, vorausgesetzt, daB die p;; der Gleichung P =0
und die p}, der entsprechenden Gleichung P’ = 0 geniigen. Nun {iber-
zeuge man sich aber von der Tatsache, daB diese quadratischen Gleichun-
gen P = 0 bzw. P’ = 0 irreduzibel sind, d. h. nicht in Faktoren ge-
spalten werden konnen, die in den p;, bzw. p;, linear sind. Aber die
Invariante (5) enthdlt die p,; bzw. p;; ihrerseits nur linear. Wir
schlieBen, daB die invariante Natur von (5) nicht bheeintrichtigt wird,
wenn man die p;, durch irgendwelche (nicht an die Gleichung B = 0
gebundene) kogrediente GréBen b,,, die p;; ebenso durch irgendwelche
kogrediente GroBen b;; ersetzt. LaBt man schlieBlich diese (beliebig
zu wihlenden) b, mit den b,; zusammenfallen, so hat man die in-
variante Natur des Ausdruckes B erwiesen.

Das Zwischenresultat, welches aus der so skizzierten Uberlegung

1) Vgl. unsere Bemerkung oben ither die Kogredienz der u}, u,u,, ...
mit den ayy, @y, ...
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herausgehoben werden sollte, ergibt sich aus der invarianten Natur des
Ausdrucks (5), der in den p;;, wic in den 7, linear ist. Er besagt, daB

, : . P . .
die p;; (und damit die p;, selbst) den o kontragredient sind, d.h.,
ausfiihrlicher geschrieben, die
Pias Prss Pigs Psar Daer Pas sind kontragredient
i ! |

| {
. { | { i 1
zu den Psar Pazr Pasy P12y Prss Pug

Wir untersuchen nun (immer bei # =4) dic GraBmannschen
Stufen, die man aus GréBen (1), (v), ... aufbauen kann. DaB die
(1), ... selbst den dreigliedrigen Unterdeterminanten von GréfBen (%),
(1), (2) kogredient sind, wissen wir bereits und schlieBen aus dem Prinzip
der Dualitit, daBl die dreigliedrigen Unterdeterminanten aus GrofBen (1),
(v), (o) ihrerseits mit den (x), ... kogredient sind.

Bleiben die zweigliedrigen Unterdeterminanten Gir == U0 — vy,
zu betrachten (die natiirlich der Gleichung Q= gq,,q5, + -+ =0 ge-
niigen); sie erweisen sich als den p;, kontragredient. Dies folgt
daraus, dafl die Summe

b in
ik
eine Invariante ist. In der Tat ist sie gleich:
Uy Uy~ Uy Uy

(wo 1, ... in tiblicher Abkiirzungl) fiir u, x, - Uy Xy -1ty g -} 244 X,
steht), ist also aus lauter Invarianten aufgebaut.

Kombinieren wir dies noch mit dem, was wir iiber die Selbstkontra-
gredienz der p,, wissen, so haben wir schlieBlich: die

T12 91‘3' T1a» f[:tra’ Q12 Gag
' ; |

i )
. . ! t .
sind zu den Pawr Puns Poss Prus Pra, Py kogredient,

Summa: dic GroBenkomplexe, welche man aus den (1), (@),
durch Dctcrminantcnbildung ableiten kann, ergeben keine anderen
Typen induzierter linearer Substitutionen, als die anderen, die man aus
den (x), (1), ... gewinnt,

Obengenannter fundamentaler Satz, den wir hier nur fiir 7 = 4
beweisen haben, tritt bei GraBmann, in Nr. 112 der Ausdehnungslehre
von 1862, fiir beliebiges % in viel konkreterer Form auf. Dies werde
hier (wieder nur fiir # = 4) auseinandergesetzt und in Ankniipfung
an unseren bisherigen Gedankengang bewiesen.

1) Siche z. B, Weitzenbéck l.c. S. 2, FuBnote. Line Verwechselung mit

. du . .
der Abkiirzung o, == o ist hier ausgeschlossen.
X
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Wir gehen von 4 Systemen kogredienter Komplexe (x), (v), (2), ()
aus, deren Determinante

l Xy Xy X3 Xy

Yi Y2 Y3 Vs
Zy 2y
toh t 1,

gleich 1 sein soll. GraBmann denkt sich dann kontragrediente Systeme
(), (v) geradezu durch die dreigliedrigen Unterdeterminanten der recht-
eckigen Matrizes

X Xy Xy Xy X Xy Xy X
Y1 Y2 Ya W und Y1 Y2 Yz Ya
[y 2, 2 2z R 7

definiert und behauptet, daf die aus shnen zu bildenden gy den korre-

spondierenden  Gréfen by = x5y, — vi %5, gleich  seien  (genauer
oPrP

Qi = d}i}) .

Das ist im Grunde ein Satz iiber sogenannte adjungierte Determi-
nanten. Wir kénnen ihn aber im Anschlufl an unsere fritheren Betrach-
tungen in anderer Weise erledigen; wir beweisen ihn fiir einen spezi-
ellen Fall, auf den man den allgemeinen Fall durch eine geeignete
lineare Substitution (1) reduzieren kann.

Man setze nidmlich

(x)=1,0,0,0 (8)=0,0,1,0
(v)=0,1,0, 0 =000 1"
Man hat dann gewi8
1 000
0100
o010 | "
0001

Ferner folgt aus der Betrachtung der beiden ersten Zeilen dieses Schemas,
daB alle p,y, bis auf p; , =1 verschwinden, sodann aus der Betrachtung
der drei ersten Zeilen, bzw. der 1., 2., 4. Zeile, daB die () bzw. (v) folgende
Werte haben:

() =0,0,0, 1, () =0,0 —1, 0;

hieraus wieder, daB alle g, == 0 sind bis auf g5, = 1. Es bestechen
also in der Tat im speziellen Falle die Gleichungen

P
(6") 7Gx =g,
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wir schlieBen, daB sie eben darum auch im allgemeinen (von GraBmann
. . P
betrachteten) Falle bestehen miissen. Denn die ¢:x sind den 66?,)' - bei be-
k

liebigen Substitutionen (1) kogredient, und durch beliebige Substitu-
tion (1) entsteht aus unserem speziellen Falle der allgemeine*,

§ 3. Von der geometrischen Deutung unserer
GréBenkomplexe (insbesondere der GraBmannschen Stufen).

Die GroBensysteme (Komplexe), welche in der Invariantentheorie
homogenen lineraren Substitutionen unterworfen sind, werden gemiif3
einer wohl auf die Salmonschen oder auch die Hesseschen ILechr-
biicher zurtickgehenden Tradition!) meist in der Weise geometrisch
interpretiert, daB man nur die Verhaltnisse ihrer Komponenten geo-
metrisch deutet. Also (um| bei 7 = 4 zu bleiben): die #,: x,: %, b
als sogenannte homogene Punktkoordinaten des dreidimensionalen
Raumes, die o, :uy:u4y: 4, als ebensolche Ebenenkoordinaten, die
Verhéltnisse der p,,, als Linienkoordinaten* usw. Die linearen Sub-
stitutionen (1) ergeben dann die Kollineationen des R;, und das geome-
trische Korrelat der algebraischen Entwicklung ist die projektive
Geometrie.

So fruchtbringend diese Interpretation ist (und so wichtig die pro-
jektive Geometrie als selbstandige Disziplin erscheint), so streift sie
doch die eigentlichen Feinheiten der Invariantentheorie ab. Denn sie
kann nie die Invarianten selbst, sondern nur ihr Verschwinden inter-
pretieren. So gibt u, = 0 die »vereinigte Lage” von Punkt und Ebene,
der Ausdruck u, selbst aber bleibt ohne addquate Deutung. Oder die
Determinante | x y z ¢ | ergibt durch ihr Verschwinden dic Bedingung,
daB vier Punkte in einer Ebene liegen, sie selbst entzieht aber sich der
Interpretation.

Demgegeniiber scheint es zweckmdBig (und ist durch die physi-
kalischen Anwendungen, die wir im Sinne haben, geradezu geboten), zu
der naiven Interpretation zurtickzukehren, die auch GraBmanns Aus-
dehnungslehre zugrunde liegt, daB man namlich x,, x,, x;, #, als gewdhn-
liche “Parallelkoordinaten eines Punktes im vierdimensionalen Raum
deutet. Die Substitutionen (1) ergeben dann affine Transformation
des R, bei festgehaltenem Koordinatenanfangspunkte 0; wir kénnen
darum x,, x,, %4, %, auch als Koordinaten der Strecke auffassen, welche
vom Punkte O zum Punkte (x) hinreicht. Die Determinante [xyzt]
aber bedeutet den Inhalt des ,Parallelopentatops®, welches durch die
vier von O nach den Punkten (x), (#), (2), () laufenden Strecken be-

1) Vgl Bd. 1, S.150—164,



A. §3. Geometrische Deutung unserer GroBenkomplexe. 11
stimmt ist. Entsprechend finden die zweigliedrigen Determinanten des
Schemas
Xy Xy Xz
Y1 Yo Y3 Yy
oder die dreigliedrigen Determinanten von
Xy Ky Xy %,

Y1 Yo Y3 ¥y
2, %y Zy

%4
ihre Deutung als Komponenten des Flicheninhalts eines von O aus-
laufenden Parallelogramms bzw. Parallelepipeds.

Wir sind eben im Bercich der affinen Geometrie des R, bei fest-
gehaltenem O und brauchen nur die Vorstellungsweisen dieser Geometrie
zu entwickeln, um ein adiquates Bild der simtlichen invarianten-
theoretischen Prozesse fiir # = 4 zu haben. In dieser Geometrie ist von
Kugeln oder rechten Winkeln, i.e. von den niheren Attributen der
metrischen Geometrie noch nicht die Rede: diese kommen erst dann
hinzu, wenn wir eine quadratische Form adjungieren (also, um mit
GraBmann zu reden, wenn wir von der linealen Ausdehnungslehre zur
vollstindigen Ausdehnyngslehre fortschreiten). Der Begriff der Kom-
ponenten eines riumlichen Inhaltes aber ist noch niher zu untersuchen.
Nchmen wir die p;, also die Unterdeterminanten des Schemas

Dowy %y X3 %y |

Y1 Y2 Vs Vi
Nach den Grundsitzen der Determinantenrechnung bleiben sie dann
und nur dann simtlich ungeindert, wenn man die (x) und (y) bzw. er-
setzt durch
xe(x) + A () pe (@) + (),

vorausgesetzt, dall ll:iﬂ =1 ist. In der Sprache der Sylvesterschen

Invariantentheorie wird man sagen: sie sind Kombinanten der (x), ().
Geometrisch heiBt dies, daB das Parallelogramm O, (x), (y) in einer
Ebene durch seine Komponenten nicht vollig festgelegt ist, sondern in
bestimmter Weise (indem seine eine Ecke immer in O bleibt) abgeindert
werden kann. Entsprechendes gilt fir die GréBen hoherer Stufe.
Diese ,affine’* und die ,,projektive’” Deutung der Invarianten-
theorie sind natiirlich nicht in prinzipiellem Gegensatz, sondern kénnen
geometrisch — nach dem sogenannten Prinzip des Projizierens und
Schneidens — auseinander abgeleitet werden. Die projektive Deutung
im R, entsteht aus der affinen Deutung im R,, indem man die dort von
O auslaufenden Figuren eben von O aus auf irgend einen im R, ver-
laufenden R, projiziert. Da ergibt denn die von O auslaufende Strecke
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im Ry einen Punkt, das zweidimensionale von O auslaufende lineare
Gebilde im Ry eine gerade Linic usw. SchlieBlich kann man die Deutung
im Ry auch noch so ausgestalten, daB auch sie ein volles Bild der analyti-
schen Entwicklungen gibt. Man greift am besten auf die partikulire
Deutung zuriick, weiche Moobigs in seinem baryzentrischen Kalkul
xﬁ

(1827) ¥} den homogenen Koordinaten gab. Man interpreticre f ; {': %,
als gewohnliche Parallelkoordinaten eines Punktes im Ry und nenne x,
sein Gewicht. Setzt man insbesondere %4 = 1, so werden hicrbei dic Pir
Bestimmungsstiicke fiir Linienteile des Ry, die dreigliedrigen Determinan-
ten fiir Ebenenteile; die viergliedrige Determinante gibt cinen Raumteil.
Das ist diejenige Interpretation der GraBmannschen Stufen, die ich
Bd.1, Kap.IV erliuterte und von der ich beispielsweise in Teil IT meiner
Vorlesungen {iber Elementargeometrie (1908) 2) ausging; sic ist in der
Mechanik der starren Korper iiberaus vorteilhaft,

Dieselben analytischen Prozesse finden eben je nach dem Gesichts-
punkte, den man verfolgt, verschiedene Arten zweckmiliger Inter-
pretation. Es bleibt bei der Auffassung, welcher Pliicker 1831 in der
Vorrede zum zweiten Bande sciner »Analytisch-geometrischen Entwick-
lungen” folgendermaBen Ausdruck gibt:

»Ilch méchte mich zu der Ansicht bekennen, daf die Analysis cine
Wissenschaft ist, die, unabhingig von jeder Anwendung, selbstiindig
fiir sich allein dasteht, und dice Geometrie, wie von eciner anderen Scite
die Mechanik, bloB als bildende Vorstellung gewisser Bezichungen aus
dem groflen erhabenen Ganzen erscheint.

Wir werden diesen Ausspruch in der Folge nur noch insofern zu cr-
weitern haben, als fiir uns neben die Mechanik, dicse umfassend, die
gesamte mathematische Physik tritt. Dabei wiirde os uns viele Arbeit
sparen, wenn das, was beispiclsweise in der projektiven Geometrie er-
arbeitet ist, auch den Physikern geliufig wire, bzw. von diesen ohne
weiteres in ihre Sprache tibersetzt werden kénnte. Dies kann natiirlich
nicht vorausgesetzt werden; ich werde aber doch an cinzelnen Stellen
darauf hinweisen.

§ 4. Quadratische Formen und ihre Invarianten.
Von linearen Formen 1y ist schon in § 1 hinreichend die Rede ge-
wesen; sprechen wir nun von quadratischen Formen
(N Jex= "(Y,Tx}“‘”ﬂ X% =0y 0 F 24y, % %y Apa X+ (a= ayy).

%, k)
Wir bemerkten bereits, dafB hier
@11, Ty, dpg, - - .

1) Ges. Werke Bd. 1, 1885,

%) Elementarmathematik vom hoheren Standpunkt aus. Bd. II, Geometrie.
2. Aufl. Berlin 1925, .
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als kontragredient zu
2 2%
x5, 2%.%,, X5, ...

aufgefaBt werden miissen: indem wir f geben, nchmen wir eben den
Komplex dieser GroBen ayy, @5, @9, --- zU unseren sonstigen Kom-
plexen — den (%), den (1), den GraBmannschen Stufen — hinzu, und wir
werden in dem so erweiterten System f selbst als einfachste neue Invari-
ante an die Spitze stellen.

Um an bekannte Dinge anzukniipfen, sei an dic geometrische Be-
deutung von f in den Fillen # =3 und » = 4 erinnert:

Bei projektiver Deutung bedeutet f =0 fiir # = 3 einen Kegel-
schnitt, filr # = 4 eine Fliche 2. Grades.

Bei affiner Deutung werden wir, der Anschaulichkeit wegen, die
Gleichungen ] = const betrachten und haben dann bei # =3 eine
Schar #hnlicher und dhnlich gelegener Flichen 2. Grades, welche um O
als Mittelpunkt in der Weise herumgelegt sind, da8 sie alle in denselben
. Kegel“ [ = 0 einbeschrieben sind. Analog fiir # = 4 im R,.

Ein einfacher ProzeB fiihrt uns jetzt zu derjenigen bilinearen In-
variante von f, welche (um bei # = 3 zu bleiben) bei projektiver Deutung
die , Polarenverwandtschaft” hinsichtlich des Kegelschnitts f = 0, bei
affiner Deutung, fiir die Flichen 2. Grades f = const, den Zusammen-
hang zwischen ,,Durchmesser und konjugierter Diametralebene’ an-
gibt. Wir setzen fir die () in / ihnen kogrediente Gréflen 4+ (x) + u- ()
ein. Ordnen wir dann nach Potenzen der A, g so erhalten wir

A2 ue+ 2 Aph fau + 02 uy,
wo wir abkiirzend
(7 2 a5 =lay
(2, k)

gesetzt haben; die mit A%, 24u, p? multiplizierten Terme sind not-
wendig Invarianten. Die bilineare Invariante f,, nennt man auch in
der Algebra gewdhnlich die Polare von f.

Die Koeffizienten der in f,, linear auftretenden y, sind zu diesen
notwendig kontragredient. Wir kénnen sie also gleich Gréfen uy, sctzen,
d. h. schreiben

G e

Man nennt diese Formeln gemecinhin (der projektiven Deutung ent-
sprechend) die zu f gehérige Polarenverwandtschaft.

Weitere einfache Invarianten von f erhilt man durch Determinanten-
bildung.

Man kann dabei in zwei Weisen vorgchen:
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Entweder man betrachtet zuerst die Koeffizientendeterminante

©) D=

Apy + « « Apy
und reiht an sie eine Kette weiterer Bildungen an, indem man

D mit GréBen #, bzw. # und v usw., wie der Kunstausdruck heiBt
s rindert’:

a ay, #, v
11 in 1 "1
'au Ce By, Wy
e . " ,.
(10) D= 2 A Di=|a, ... a,, u, v, | usw.
n1 © “na On “o...m, 0 0
u u
1 n

Yy ..., 0 0

Offenbar erhilt man so Formen 2. Grades in den u;, den w; v, — o, "y,
usw., mit Koeffizienten, welche Unterdeterminanten von D sind.

Oder man beginnt wie vorhin bei der Polarenbildung, indem man der
Reihe nach fiir die (%) in f bzw. Ax) + w1 (y), A(x) - pu(y) + »(2), ...
usw. einsetzt und so zunichst die Ausdriicke erhilt:

ﬂafmm+2/1ﬂjmu+#2]{ﬂw

Az/wm"}‘2lﬂfmu+/“2fww~}'2&”/wz +2pvf, 402, Usw.,

die quadratische Formen der A, g bzw. der 4, u, » usw. sind. Indem man
von diesen quadratischen Formen wieder die Determinanten bildet, er-
hilt man eine Reihe von Ausdriicken, die ich /, /* nennen will:

fww /:”, ., fﬂ‘w /my /332

/ / ]’ == /1/9) f’)/’[l /1/: ww,

e v /2 x /Z v /2 2

Von diesen Bildungen ist an sich klar, daB3 gie Invarianten sind, ~— sind
siec doch aus lauter Invarianten aufgebaut. Dagegen bedarf es einer
gewissen Uberlegungl), daB es sich bei ihnen um Formen 2. Grades der
sukzessiven GraBmannschen GréBen Ty ¥i— ¥: %, usw. handelt, deren
Koceffizienten wieder Unterdeterminanten von D sind.

Die Sache ist nun die, dafi dicf, [', ", ..., {® iy wmgekehrier Reihen-
folge genommen mit den it abwechselnden Vorzeichen versehenen D,
— D', D" —D" ... tbereinstimmen, sofern man wur die aus den
(*), (), ... abgeleiteten Stufengrofen nach dem in § 3 ausgesprochenen
Grafmannschen Satz durch die komplementiren Stufengrifen der (u), (v),
ersetzt.

Statt dies allgemein nachzuweisen, was uns hier viel zu weit fithren

(11) /=

) D.h. schlieBlich nur einer wiederholten Anwendung des Determinanten-
multiplikationssatzes.
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wiirde, wollen wir es an dem Beispiele, das uns im zweiten Kapitel
am meisten beschiftigen wird, nimlich an der quadratischen Form mit
4 Verinderlichen:

f=thy 28+ By %% + Ry 28 + kb, x3

durchrechnen.
Man findet:
+ D =Ry ky Ry ky
— D" =k ky hyul A .- -
(12) + D =k ky (450, —v50,)2 4 -
y Uy u, |
—D"=Fy | vy v, v |-
Wy Wy Wy
und andererseits:
f o=k s+ -

[" =Ry by (% y— %y 1) + -

Xy xp %y [P

(12 ["=rkyly ks y1 y2 y3 |+ -
l 2 2 2y

2
Xy ¥y Xz X

Iun= kl kg ka k‘ yl y2 y3 y4 ,
B % %y oz
b by By 4

was mit unserer Behauptung iibereinstimmt*.

Dem Projektiviker sind diese Bildungen wohl bekannt. Ist f = 0
die Gleichung einer Fliche 2. Grades in Punktkoordinaten, so ist /' = 0
ihre Gleichung in Linienkoordinaten, f” = 0 ihre Gleichung in Ebenen-
koordinaten usw.

Die hiermit aufgestellten Invarianten von f finden sich in allgemeiner
Weise, fiir beliebiges #, wohl erst bei Cayley und Sylvester. Im be-
sonderen aber gehen sie weit zuriick, wie denn die Determinante D’ sich
fir n = 3 bereits in den Disquisitiones Arithmeticae von GauB findet
(1801), wo sie (Nr.267) als ,,forma adjuncta bezecichnet wird).

Notieren wir noch fiir spiiter, daB wir bei 4 Veridnderlichen bei Zu-
grundelegung * unseres fjetzt zwei in den x; y,— %, y, =p,, quadratische
Invarianten kennen. Namlich von frither her

(13) P = P12 Paq + Dis Das -+ Pra Pos
und jetzt
(18") D kiky B

1) Werke Bd. 1, S. 301
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§ 5. Von der Aquivalenz der quadratischen Formen.

Das eigentliche Ziel aller Invariantentheorie ist die Erledigung des
Aquivalenzproblems, d. h. der Aufgabe, ob irgendwelche vorgelegte
Komplexe, hier also zwei quadratische Formen, durch lineare Substitu-
tion der Urvariabeln bzw. durch die mit ihnen gegebenen induzierten
Substitutionen ineinander iibergefithrt werden kénnen. Man wird dabej
Grade der Aquivalenz unterscheiden, indem man zuerst noch von der
Bedingung absieht, daB die Substitutionsdeterminante gleich 1 sein soll,
dann diese Bedingung einfiihrt, spiter vielleicht eine Beschrinkung
auf reelle Werte der Substitutionskoeffizienten eintreten 14Bt, oder sie
schlieBlich, wie in der Zahlentheorie, als reelle ganze Zahlen voraus-
setzt, usw.

Wir meinen nachstehend Aquivalenz zunichst im allgemeinsten
Sinne und kénnen dann hinsichtlich der Aquivalenz zweier quadratischer
Formen eine sehr priizise Aussage machen. Zu dem Zweck legen wir der
einzelnen quadratischen Form noch ein Attribut bei, das wir, nach der
von Frobenius eingefiihrten Ausdrucksweise, ihren Rang nennen. Der
Rang ist 1, wenn in der Folge der Funktionen f, /', //, ... bei unbestimm-
ten Werten der %, ¥, ... nur / von Null verschieden ist, wihrend f und
alle folgenden identisch verschwinden (wenn also alle zweigliedrigen
Unterdeterminanten, die man aus dem Koeffizientenschema von f
bilden kann, und daher auch alle dreigliedrigen Unterdeterminanten usw.
Null sind). Der Rang ist 2, wenn f und /' von Null verschieden sind,
aber " und die folgenden verschwinden, usw. Ist schlieBlich die Koeffi-
zientendeterminante D selbst == 0, so ist der Rang #.

Dies vorausgesetzt haben wir das Theorem:

Zwei quadratische Formen sind dann und nur dann (im allgemeinsten
Sinne) dquivalent, wenn sie denselben Rang haben.

Daf3 die Gleichheit des Ranges eine notwendige Bedingung der
Aquivalenz ist, erkennt man sofort, wenn man iiberlegt, dall die zwei-
gliedrigen, dreigliedrigen, ... Unterdeterminanten der a;, bei linearen
Substitutionen der (x) je ihrerseits homogene lineare Substitutionen
erleiden (daf3 sic je fiir sich einen ,Komplex'* bilden).

DalBl das Kriterium aber auch ausreichend ist, ergibt sich aus ciner
Transformation der vorgelegten quadratischen Form, die dem Wesen
der Sache nach auf Jacobi zuriickgeht?) und cine kanonische Gestalt
der Form hClth‘Ht die nur von dem Range # abhiingt.

1) X g,l eine nachgelassenc Abhandlung ,,Uber cine elementare Transformation
cines in bezug auf jedes von zwei Variabelnsystemen lnearen und homogenen
Ausdrucks, die in Crelles Journal 53 (1857) = Werke, Bd. 3 abgedruckt ist.
Jacobi behandelt dort tibrigens nur den sog. ,allgemeinen’ Fall, wo r == u ist
(oder besser: wo man die ay;, als unbestimmte Grofien, die frei vamnclerhch sind,
ansieht). Es hingt das mit sciner ganzen Darstellungsweise zusammen, die sich
— im Gegensatz zu dem von GauB gegebenen Vorbilde — fiir eine genaue Be-
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Um alle Fille zu umfassen, bringe man die vorgelegte Form zuniichst

durch eine Hilfstransformation in eine solche Gestalt, daB in dem
Schema

G| an| eyl ... @yn |
3| - Gap
@3y Byg  Ayy| . Ay

dnl allE nn’.} cee Bpg ‘

von den umrandeten Unterdeterminanten (links oben) so viele nicht
verschwinden, als tiberhaupt méglich, nimlich die 7 ersten. Daf dies
ndglich ist, tiberblickt man bequem bei projektiver Deutung von f = 0.
DaB a,, == 0, heiBit dann, daB die erste Ecke des Koordinatensystems

nicht auf f = 0 liegt; Z“ :” f == 0 heiBt, daB die erste von dieser
21 G2

Ecke auslaufende Kante des Koordinatensystems f = 0 nicht be-
rithrt, usw.
Dies vorausgesetzt bringe man / in die Gestalt
f= Tt )

Oy

== b -I— /1(;\}. . .-\:n) EN

A .8,),

woin f; das %, nicht mehr vorkommt. Das erste Glied in f1 ist vielmehr

2

Xy

Ay gy — aj,
P
wic denn auch die anderen Koeffizienten sich als zweigliedrige Unter-
determinanten der @, mit dem Nenner @,, herausstellen.
Nun fahren wir mit /; entsprechend fort, indem wir die Glieder mit
¥y herausziehen, Und so weiter fort, bis das Verfahren mit » Gliedern
von selbst abbricht. SchlieBlich haben wir ecine r-gliedrige Summe:

o vi ¥3 .
(14) s Sl L RSO e R
u'll ull ”12 yy @ya ala }
@ | ayy Gy |
gy lyy ay Ayy Apy Qyy

handlung der Einzelfille keine Zeit nahm. Dieses Verhalten Jacobis hat bei
den Mathematikern fiir lange Zeit nachgewirkt; auch bei Cayley und Sylvester
werden die Ausnahmeftlle immer mehr beildufig angefiihrt. Erst dic neuere
Berliner Schule (unter dem EinfluB von WeicrstraB und Kronecker) ist zu der
Genauigkeit der GauBischen Darstellung wieder zuriickgekehrt. Beides hat
natiirlich seine Vorziige; man kénnte dariiber lange Erliuterungen geben. Das
eine Mal kommt mehr das formale Denken (welches vor allem Ubersicht an-
strebt), das andere Mal mehr das konkrete Denken (welches an Anwendung im
Einzelfalle denkt) zur Geltung,
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Hier werden wir nun noch

Vo
148:) y.i..-'—-_-z , R ———— ] PR
( Vau ! l/a @y Gra 2
1 ayy a,
setzen und haben f damit in eine Gestalt gebracht
(15) f=dtadt

die in der Tat nur von 7 abhiingt, indem die z,, 2,, ..., z, linear unab-
hingige Funktionen der x,, ..., %, sind, also gegeniiber linearen Sub-
stitutionen von beliebiger Determinante nichts Individuelles darbieten.

Damit aber ist das Aquivalenzproblem in der allgemeinen Form, die
wir voranstellten, erledigt. Die Jacobische Transformation ist fiir 7 = »
bei projektiver Deutung nichts anderes als die Beziehung eines Kegel-
schnitts auf ein Polardreieck, einer Fliche 2. Grades auf ein Polar-
tetraeder, — bei affiner Deutung die Einfithrung eines Systems konju-
gierter Durchmesser. Der Unterscheidung der Formen f nach dem
Range aber entspricht (um bei # = 4 und der projektiven Deutung zu
bleiben) die Unterscheidung der Flichen 2. Grades in eigentliche
Flichen, Kegel, Ebenenpaare und Doppelebenen.

Nun dringt sich von selbst eine weitere Fragestellung auf: es ist
moglich, dafBl die Formeln (14a) imaginire Quadratwurzeln enthalten.
Wie steht es mit der Normalform fiir f und damit dem Aquivalenz-
problem, wenn wir uns auf durchaus reelle Substitutionen beschrinken ?

Wir werden in diesem Fall in (14) positive und negative Koeffizienten
unterscheiden und, indem wir die positiven Glieder vorannehmen, ab-
kiirzend schreiben

f=Ryi+- Ry =R i — - — k2R,

Hier setzen wir nun

kyyi=z, ..., by, =2z, Ryp1Yer1=ty, oo, Byyp=t,_,
und haben dann vermége reeller Substitution
(16) f=z%+-~--}~z§—~t§----—tf_gl),

Man hitte nun, um zu dieser reellen Normalform zu kommen, den
Reduktionsprozell auf sehr verschiedene Weise leiten kénnen (was sich
bei uns hinter der Hilfstransformation verbirgt, durch die wir a,, 4 0,
@y @32 aiy = 0 usw. erzielten). Und hier gilt nun das wunderbar ein-
fache Gesetz, welches Sylvester im 4. Bande des Philos. Magazine

!) Die Zahl der Minusze'chen ist offenbar gleich der Zahl der Zeichen-
wechsel, welche in folgender Reihe auftreten:

| |
a,; a
11 Pug
+1, Ay, , ey
Qg1 Gag
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(1852) unter dem Namen des Tvigheitsgescizes der quadratischen Formen
bekannt gab (= Werke I, S. 381), und das sich auch in den hinterlassenen
Papieren Jacobis vorfand (Crelles Journal 53 (1857) = Werke III,
S.591). Auch findet man es im Riemannschen NachlaB, wo es aus
GauBschen Vorlesungen {iiber die Methode der kleinsten Quadrate
stammt, die Riemann wahrscheinlich 1846/47 hérte. Werke, Nach-
trige (1902), S. 59.

Das Gesetz besagt:

Die Anzahl s dev positiven Quadrate (bzw. r—s der negativen) ist bes
gegebenem [ stets dieselbe, wie immer man auch durch reelle lineare Sub-
stitutionen die Form (16) herstellen mag.

Der Beweis erfolgt sehr einfach indirekt. Wir wollen uns dabei
wieder geometrischer Sprechweise bedicnen, aber dieses Mal an die affine
Deutung ankniipfen (weil es sich um das Vorzeichen von f selbst handelt).

Sei f durch einen zweiten ReduktionsprozeB auf die Gestalt ge-
bracht

=0+ - -t — =7,

Hicr sollen die &y ... ¢,, 7y ... 7,_, genau so linear unabhingige Ver-
bindungen der urspriinglichen %, ... x, sein, wie in (16) die 2, ... z,
ty «++ toy Das will sagen, daBl die Gleichungen

C1=O: ey ano, '51:0, iy Tr—g=0

zusammen im R, der #; ... x, eine lineare Mannigfaltigkeit von eben-
soviel, ndmlich (% — ) Dimensionen festlegen, wie die Gleichungen

=0, ..., 2,=0,t,=0, ..., £,_, =0
ihrerseits.
Wir setzen nun die beiden so erhaltenen Ausdriicke fiir f einander
gleich, schicben die negativen Terme auf die andere Seite und haben
als identische Gleichung:

ok & IRt PR B¢ A DR B

Hier stehen linker Hand (7 4 s — 0), rechter Hand (» — s + 6) Qua-
drate. Wiiren diese Zahlen nun nicht einander gleich, so wiirde eine
von beiden, etwa (r —s - ¢), die kleinere sein, also s —o¢ > 0. Die
Gleichungen: §; =0, ..., &,=0,4 =0, ..., {,_, = 0 legen nun zu-
sammen im R, der %; ... %, eine reelle lineare Mannigfaltigkeit von
mindestens (n — 7 -- s — ¢) Dimensionen fest. Langs dieser Mannig-
faltigkeit miiften, da es sich bei unscrer Identitit wm die Quadrate von
lauter reellen GroBen handelt, auch 2, ... 2, 7y ... 7,_, verschwinden.
Also 2y ... 25ty ..t (um nur bei diesen zu bleiben) miiten lings
ciner linearen Mannigfaltigkeit von mindestens (n— 7 4 s— o) Di-
mensionen Null sein, wihrend sie es doch nur lings einer Mannig-
faltigkeit von (#n — #) Dimensionen sein sollen! — Man sicht, dafl man
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auf einen Widerspruch kommt, sofern man nicht s = ¢ nimmt; was

zu beweisen war.
Gegentiber reellen linearen Substitutionen von nicht verschwinden-

der Determinante zerfallen also_die quadratischen Formen von # Ver-
dnderlichen in so viele Arten, wie es Zahlenpaare 7, s gibt, die den Un-
gleichungen gentigen:

1£7rLn, 0s<r.

So erhalten wir bei # = 4 folgende Aufzzhlung von ﬁv(?;f-?—) =14 Arten

bzw. Normalformen:
Rang »=1: Normalform 2} bzw. —#,

5. 2__ g2
,,  r==2: . B4, 2—8, -2,
. 2 2
»  7=3: " A2y, A+ B8, A1
1 12 2
B N e 2 )
. =4 » #2254z, ... bishin zu — 12— 12— 2

Nach dem Vorgange von GauB (Disquisitiones Arithmeticae Nr 27 1)Y)
werden wir diejenigen Formen, welche in die Gestalt

A+t aE baw, —f—B— 13—

gesetzt werden konnen, als positiv-definite bzw. negativ-definite be-
zeichnen, weil sie ndmlich fiir reelle Werte von Xy - .. %,, die nicht simt-
lich verschwinden, nur positive bzw. negative Werte annehmen kénnen.,
Die Formen niederen Ranges, deren Normalformen nur positive oder
nur negative Vorzeichen aufweisen, pilegt man semidefinit zu nennen;
sie haben, wenn sie nicht Null sind, zwar auch fiir reelle nicht-
verschwindende #; ... x, bestimmtes Vorzeichen, aber sie kénnen fiir
reelle nichtverschwindende #, ... %, eben auch verschwinden. Im
iibrigen mégen wir die Zahl s der positiven Quadrate allgemein den
Trigheitsindex nennen,

Bei projektiver Deutung wird dicse ganze Einteilung der reellen
TFormen f etwas verwischt oder, besser gesagt, zusammengeschoben,
weil /=0 dieselbe Fliche vorstellt, wie —/[=0. Man erhilt die
Tabelle: -

Rang 1. 1 Fall: Doppelebene.

Rang 2. 2 Fille: imaginires oder reclles Ebenenpaar.

Rang 3. 2 Fille: imagindrer baw. reeller Kegel,

Rang 4. 3 Fille: imagindre Fliche, reelle Fliche ohne reelle
Geraden, reelle Fliche mit reellen Geraden. —

Die so geschaffenc Klassifikation der Formen bzw. Flichen ist
zwar sehr schén und niitzlich, solange man von dem einzelnen Indi-
viduum spricht, iiber alledem aber schwebt der Kontinuititsgedanke, der

1) Werke Bd. 1, S.305.
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die Koeffizienten a, selbst als verinderliche GréBen betrachtet *. Dann
erscheint 2. B. 2§+ 2§+ 23 als Grenzfall von 23 + 23 -+ 22 L ezt = 0 fi'r
¢ =0 und damit als Ubergangsfall zwischen den beiden Formenarten

Atz 25428 und 2323422 — a2,

Auch hiervon werden wir spiter Gebrauch zu machen haben.

§ 6. Affine MaBbestimmung durch eine quadratische Form.

Will man die Begriffsbildungen der elementaren MaBgeometrie auf
den R, iibertragen, so liegt es nahe, die Entfernung eines Punktes (x)
von O durch ¥ 42 R R %2, und den Winkel, den zwei von 0O
auslaufende Strecken (x), () miteinander bilden, durch

arccos it Tde -
[EH R S+ 2V
zu definieren. So hat es in der Tat auch GraBmann in der 2. Auflage seiner
Ausdehnungslehre (1862) gemacht und ebenso selbstverstindlich als Ana-
logon zu den elementargecometrischen Drehungen des Ry um O die-
jenigen homogenen linearen Substitutionen der » von der Determi-
nante 1 betrachtet, welche Y2 in sich selbst iiberfithren ). Eben hier-
durch verwandelt sich seine ,,lincale’ Ausdehnungslehre (von der wir
bisher allein sprachen) in seine »vollstindige” Ausdehnungslehre.
Bei all diesen Festsetzungen handelt es sich nur um das Hinzunehmen
einer quadratischen positiv-definiten Form {eben der 3)x%) und die
Inbetrachtnahme ihrer Invariantentheorie, d. h. der Substitutionen,
die die Form ungedndert lassen. Insbesondere ist -das Senkrecht-
stehen zweier Richtungen durch das Verschwinden der Polare: Zxv,=0
gegeben. Die Polarenverwandtschaft (8) aber nimmt folgende einfache
Form an:

Uy = X;.

Fir die geometrische Betrachtung ist damit nicht nur jedem GroBen-
system der (x) ein solches der («), und umgekehrt, cindeutig zugeordnet,
sondern auch jedem Komplex von Determinanten eines Schemas

ein Komplex von Determinanten des entsprechenden Schemas
Uy Uy ... Oy, l

MoV ...,
[
i |

1) Statt von ,,Drehung um 0 spricht Grafmann von ,,zirknlirer Anderung.
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GraBmann nannte dies den Ubergang von einem Grundgebilde zu seiner
»Erginzung®.

DaB man die positiv-definite quadratische Form gleich in der Nor-
malgestalt 3«7 einfiihrt, ist dabei natiirlich nichts als die Zugrunde-
legung eines besonders einfachen (,,durchaus rechtwinkeligen) Ko-
ordinatensystems.

Von dem so gewonnenen Standpunkte aus liegt es nahe, eine Verall-
gemeinerung der metrischen Geometrie des R, in der Weise zu suchen,
daBl wir statt 3x? irgend eine quadratische Form von nicht ver-
schwindender Determinante, X'a,, %, x;, zugrunde legen. Die Deter-
minante soll nicht verschwinden, damit die Polarenverwandtschaft (8)

;= Sayy, %

eindeutig umkehrbar bleibt (Fille verschwindender Determinante mag
man hinterher als Grenzfille interpretieren). Im iibrigen gilt als Winkel
zweier von O auslaufender Richtungen

2 % Yy
VZ Ay ¥y Xy V.Ziau‘ ViV

arc cos

als Drehung um O jede lineare Substitution von der Determinante - 1
welche X'a;;, x;%; in sich tiberfiihrt, usw.

Dies wire die allgemeine affine MaBbestimung, bei deren Aus-
gestaltung man vor allem unterscheiden wird, welcher Vorzeichen-
kombination Za, x; %;, aber auch -~ Za,, x; %, im Sinne des Triigheits-
gesctzes zugehdrt. Um ein Beispiel fiir die hier auftretenden Bezichungen
zu geben: Ist Xa;;, %, %, nicht gerade eine definite Form, so gibt es reclle
Richtungen, die in ihrer Polarebene liegen, und umgekehrt.

Von anderer Seite gesehen, ndmlich projektiv im R,_, inter-
pretiert, deckt sich dieser Ansatz mit Cayleys allgemeiner projektiver
MaBbestimmung von 1859, die in Bd.1, Kap. IV ausfithrlicher be-
sprochen ist. Dabei zeigt sich (wie ith selbst 1871 /72 ausfiihr-
lich nachwies), daB die beiden Arten Nichteuklidischer Geometric,
welche man nach Riemann und Bolyai-Lobatscheffsky zu unter-
scheiden pflegt, hier eingeschlossen sind und den beiden Fillen ent-
sprechen, wo die quadratische Form f definit ist oder ein abweichendes
Vorzeichen enthilt.

§ 7. Von den bilinearen Formen mit kogredienten und
denjenigen mit kontragredienten Verinderlichen.
Bilinearformen sind Formen, die in zwei Reihen Verinderlicher je

linear (und homogen) sind. Dabei ist zu unterscheiden, ob die beiden
Reihen kogredient oder kontragredient sind. Wir nennen die Variabeln-
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reihen im ersten Falle (%) bzw. (y), im zweiten (x) bzw. (#) und haben
demnach die Form

2a;y; %, bzw. die andere Sy o; %y

an die Spitze zu stellen.

1. Kogrediente Variable.

Wir werden hier zwei Unterfille unterscheiden (die bei kogredienter
Transformation der (x) und (y) in der Tat getrennt nebeneinander
stehen), daB nidmlich das Schema der Koeffizienten a;; entweder sym-
metrisch ist (a;, = a;;) oder antisymmetrisch* (a;; = — a,; a;;=0).
Im letzteren Falle wollen wir der Deutlichkeit halber statt a;; lieber
Ay schreiben. '

Die symmetrische Bilinearform mit kogredienten Verdnderlichen ist
nichts anderes als die Polare der quadratischen Form Xa,, %, x,, und
also im Vorhergehenden bereits mit erledigt.

Die antisymmetrischen oder alternierenden Bilinearformen

7 & dix s

bicten dagegen wesentlich Neues. Sie sind den Mathematikern zuerst
vor rund 100 Jahren bei dem sogenannten Pfaffschen Problem entgegen-
getreten?), das ich hier, in etwas unhistorischer Fassung, dahin aus-
sprechen will, daB es sich darum handelt, die Differentialausdriicke
folgender Art:

E1d§1 +Ezdst'z 4o Endén

(wo die Z Funktionen der & sind), zu klassifizieren. Man fand, daf der
Ausdruck
R L

dabei in den Vordergrund zu stellen ist (unter d§,, &, beliebige kleine
Anderungen der Variabeln verstanden). Da hatte man also (die d¢, §&
mit unseren (x), (y) parallelisiert) eine antisymmetrische Bilincarform mit
kogredienten Veriinderlichen, und infolgedessen nennt man die Haupt-
invariante, welche bei der (rein algebraischen) Behandlung unserer
Bilinearform (17) in Betracht kommt, noch immer ein Pfaf[sches
Aggregat (englisch: Pfaffian). Freilich haben erst Jacobi und Cayley
in zwei Jugendarbeiten?) die algebraischen Eigenschaften dieses Aggre-
gats klar herausgearbeitet.

1) Abhandlungen der Berliner Akademiec 181d—16: Joh. Friedr. Plaff: Me-
thodus generalis, acquationes Differentiales ...complete integrandi.

%) Jacobi, Crelles J. 2 (1827) = Werke, Bd.4, S.19. Cayley, Crelles J. 38
(1849) = Werke Bd. 1, S.410.
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Besagte Pfaffsche Aggregate / existieren nur bei geradem #. Es
sind rationale ganze homogene Funktionen —;i—tenGrades der Koeffizienten
As unserer Bilinearform, die nach Einfihrung der Bezeichnung
(18a) A=1(Q,2, ..., n) fir (i, k) =24
dem rekurrenten Gesetz unterliegen:

(18b) (L, 2, ...,n)=(1,2)3,4 ....,n)+ (1,84 ..., %2 +---
+(1,n(2 3 ..., n—1).

Dies gibt fiir n = 4
A=Ay Aq + Ayg e + Mg dog,
was uns als Invariante der beziiglichen Form schon von § 2 her wohl-

| bekannt ist. In der Tat schreibt sich unsere Bilinearform (17) allgemein
L als einfache Summe

2 Asi (Vs %~ % V)

ik
sie ist also bei # = 4 nichts anderes als eine lineare Verbindung der p,,
- ‘}j j‘l I p‘i It

und die A;;, erweisen sich als den p,; kontragredient, womit der AnschluB
an die damaligen Entwicklungen gegeben ist.

Die Bedeutung aber, welche der Ausdruck A allgemein fiir unsere
Bilinearform besitzt, wird klar, wenn wir YA, v, fir A=1 ... n als
kontragredient zu den x,, auffassen, also, wie frither in (8) bei der Polare
einer quadratischen Form, die Beziehungen schreiben:

(20) wy = N Ay %y

Die hiermit gegebene ,,dualistische Verwandtschaft reprisentiert ein
sogenanntes , Nullsystem, indem

1 . al
2wy = S 2y % = 3 3 (Aen + i) %%,

indentisch Null ist. Thre Determinante ist, wie man sagt, schief-

symmetrisch:
0 g i hn

o) Y 0' e Aag mit A, =—1,,.
]«nl l’ﬂl 0

Sie ist daher fiir ungerades # notwendig 0; bei geradem # aber erweist sie
sich, wie Cayley L c. bemerkt hat, als Quadrat e¢ben des Pfaffschen
Aggregats A (mit dessen Hilfe man denn auch die Auflssung der Glei-
chungen (20) nach den x; leicht bewerkstelligt).

Ich kann leider auf diese interessante Theorie nicht ndher eingehen.
Ebenso kann ich iiber das Kriterium der Aquivalenz unserer Bilinear-
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formen nur historisch berichten. Gem#B der wichtigen Arbeit von
Frobenius in Crelles Journal 84 (1878) diirfen wir auch hier von einem
Range 7 sprechen, der aber notwendig eine gerade Zahl ist. Die Formen
vom Range 7 sind alle auf dieselbe Normalform

(%1 ya— % 1) + (%3 ¥4 — %, Y+ -+ (Fr—1 Yr — %p Yoy)

reduzierbar, also untereinander dquivalent?). Sie sind dadurch charakte-
risiert, daB in der Determinante (21) alle Unterdeterminanten von
hoherem als 7-tem Grade verschwinden.

2. Kontragrediente Variable.

Die Theorie der Bilinearformen mit kontragredienten Verinder-
lichen

(22) PHRETIEN

verlduft nach ganz anderen Linien. Bemerken wir gleich, daB an Stelle
von (20) jetzt die Formeln treten

(23) x = oty %,

also die Formeln einer linearen Substitution schlechtweg. Wir kénnen
abkiirzend schreiben:
x' = A(x).

Ubt man hier auf die (x'), (#) — ihrer kogredienten Natur entsprechend —
simultan irgendeine weitere lineare Substitution S aus, so bekommt man

S(*) = AS(x) oder # = S-14S(x).

Alle solche lineare Substitutionen gélten fiir unsere Betrachtung also
als gleichberechtigt, die sich aus irgend einer 4 vermoge dieses Ansatzes
ergeben.

Was nun die Invarianten von (22) angeht, so bemerke man, daf
neben (22) von vorneherein immer die triviale Bilinarform #, als ge-
geben angeschen werden mufl. Wir betrachten daher die Formenschar

N7
oty X - A 3wy, %y,

und bekommen als deren Determinante

P P e %1n
(24) gy Ot A Xgp
Gy G o “nn'*'ﬂ'

!) Eine cinfache Reduktionsmethode gibt . Cartan: Legons sur les invariants
integraux (Paris, 1922), S.538. (H.)
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(die man nenerdings meist abkiirzend
| g+ Adgy |

schreibt, indem man ein fiir allemal mit Kronecker verabredet, daf
61'1' = 1, 6,7(; =0 fl’lr '1: =+’ k sein SO]l).
Nach Potenzen von A entwickelt sei diese Determinante:

(25) A4 A A1 Agdm=2 4 oo 4,

Dann eyweisen sich die A, A,, .. ., A, als Invarianten von (22), die zugleich
ausreichen, wm die Form (22) gegentiber linearen Substitutionen im all-
gemeinen zu charakterisieren.

Aber das Wort ,,im allgemeinen’’ meint hier, daB im Speziellen noch
Erginzungen hinzukommen miissen. Diese greifen nur Platz, wenn das
- Polynom (25) als Funktion von A mehrfache Linearfaktoren (A—24,)
besitzt. Es ist dann moglich, daB derselbe Teiler (A—2;) mit einer
gewissen Multiplizitit auch noch in simtlichen ersten Unterdetermi-
nanten von (24) steckt, vielleicht auch noch in simtlichen zweiten usw.
Umgekehrt hat das Vorhandensein eines gemeinsamen Faktors aller
Unterdeterminanten ersten Grades, oder zweiten Grades, ..., jeden-
falls zur Folge, daB dieser Faktor auch in (25) steckt. Uber die Gesamt-
heit der hier vorliegenden Maglichkeiten, durch deren einzelne dann in
jedem Falle die gegebene Bilinearform gegentiber beliebiger Substitution

charakterisiert ist, gibt die sogenannte Theorie der Elementarteiler

AufschluB, die von Sylvester 1851 begonnen?), von Weierstraf 1868
vollendet %), schlieBlich von Frobenius 1879 in rationale Form gesetzt
wurde (so daB man nicht mehr die einzelnen Linearfaktoren von (25)
zu bestimmen braucht)?). Naheres in den Lehrbiichern, z. B. bei Bocher?),
Es ist eine besonders wichtige Theorie, weil sie eine in den verschieden-
sten Formen auftretende Fragestellung der Analysis endgiiltig erledigt.

Die Betrachtung der Determinante (24), bzw. der durch deren Null-
setzen entstehenden Gleichung wird gewshnlich an die Nebeneinander -
stellung eines Paares quadratischer Formen:

1,2
o %%, und pIE

angekntipft. So geschicht es z. B. in der Geometrie, wenn man dic
Hauptachsen eines Kegelschnitts oder einer Fliche zweiten Grades
sucht, oder in der Himmels-Mechanik bei der Berechnung der siku-
laren Stérungen, welche die Bahnen der verschiedenen Plancten auf-
einander ausiiben. Diese astronomische Fragestellung ist sogar historisch

1) Phil. Magazine (4), 1 = Werke Bd.1, S.219ff.

%) Berliner Monatsherichte 1868 == Werke Bd. 2, S.19ff,

%) Crelles Journal 86 (Theorie der linearen Formen mit ganzen Koeffizienten).

%) Eine Ilare Darstellung der Leitgedanken findet man in F. Klein, Vor-
lesungen iiber hohere Geometrie (Berlin 1926), S.8791f. (H.)
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die Quelle der ganzen Theorie; sie geht bis auf Lagrange und Laplace
zuriick; ihretwegen nennt man dié betreffende Gleichung auch in rein
mathematischen Untersuchungen meist die Sdakuldrgleichung'). — Der
Zusammenhang aller dieser Ansitze mit unserer Darstellung besteht
darin, daB8 mit der quadratischen Form J3x} die dualistische Trans-
formation x; = u, gegeben ist, und daB durch diese aus der anderen
quadratischen Form 3« ;. x; x;, bzw. deren Polare Y «,;, #; v, dic Bilinear-
form Jo;, u; y, hervorgeht, die wir an die Spitze der Betrachtung
stellten. Es liegt dabei nur insofern eine Spezialisicrung vor, als o,y == oy
ist, was bei uns nicht vorausgesetzt wurde. Man hat dann das Theorem,
daB bei reellen o;; die Wurzeln der charakteristischen Gleichung alle
reell und die Elementarteiler einfach sind.

Es ist leider unmoglich, den so weit beriihrten interessanten Fragen-
komplex hier weiter zu verfolgen.

B. Freiere Erfassung der linearen Invariantentheorie,
mit Einordnung der Vektoranalysis®?).

§ 1. Vom Erlanger Programm.

Die Entwicklungen des Abschnitts A geben vom Inhalte und
namentlich auch von den Methoden der allgemeinen lincaren Inva-
riantentheorie selbstverstindlich nur cinen sehr unvollkommenen Be-
griff. Inhaltlich haben wir uns auf das Notwendigste beschriinkt, was
wir im spéteren Verlauf der Darstellung gebrauchen. In methodischer
Hinsicht aber haben wir uns mit der bloflen Anfiihrung von Beispiclen
begniigt. Es war unmoglich, auscinanderzusetzen, wic man sich bei
einer vorgelegten Funktion iiberzeugt, ob sic invariant ist, — af} man
alle Invarianten, die in den Komponenten der in Betracht konmmenden
Komplexe cinen bestimmten Grad nicht fibersteigen, vermége ciner
geeigneten Symbolik gleich hinschreiben kann — dafl man Methoden
hat, um alle zwischen den Invarianten bestehende Identititen anzu-
geben, insbesondere aber in jedem Einzelfalle ein kleinstes Invarianten-
system abzugrenzen, durch dessen Formen sich alle anderen Invarianten
rational und ganz ausdriicken lassen.

1) Vgl. z. B. Tissérand: Traité de Mdécanique céleste, B, 1, Kapp. 26, 27,
Die Sikulargleichung ist, wenn man sich auf dic 8 Hauptplaneten heschrinlt,
eine numerisch vorliegende Gleichung 8. Grades. Sicht man vom Neptun ab,
so ist es eine Gleichung 7. Grades, mit deren zweckmitBiger Au (lsung sich noch
Jacobi (Crelles Journal 30, 1845 == Werke Bd. 7, S. 07 {.) ausfohrlich beschitftigt
hat. Es ist die bedauerliche Folge der immer breiter werdenden Ausdehnung
unserer Wissenschaft, da so viele jéngere Mathematiker diese Dinge nur
noch vom Forensagen oder auch gar nicht mehr kennen.

%) Der Kleinsche Text ist in diesem Abschnitt vom Ierausgeber feilweise
gedndert und gekiirzt, Vgl Anmerkung 10 am SchluB des Kapitels, (1)
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Diese Andeutungen mégen zeigen, daB es sich um eine weitentwik-
kelte, geschlossene Disziplin handelt, deren Beherrschung gegentiber
vielen in der Mathematik sich darbietenden Problemen wirkliche Macht
verleiht und deren Kenntnis daher keinem Mathematiker vollig ver-
schlossen bleiben sollte. Inzwischen bedarf es, um die volle Tragweite
der Theorie zu erreichen, noch einer Verbreiterung der urspriinglichen
Grundlage, wie ich sie zuerst Juni 1872 in meinem zweiten Aufsatz
iiber die Nichteuklidische Geometrie skizziert und bald darauf, Oktober
1872, in meinem Erlanger Antrittsprogramml) dargestellt habe. Die
dort entwickelte Auffassung ist nicht nur die Grundlage fiir meine
eigenen spiteren Arbeiten geblieben, sondern namentlich auch von
Sophus Lie, mit dem ich damals zusammenarbeitete, aufgenommen
und im Kreise seiner Schiiler verbreitet worden, so daQ sie allmihlich
Gemeingut ausgedehnter mathematischer Kreise geworden ist. Ich muB
hier genaver darauf eingehen, weil in der Tat die verschiedenen Ent-
wicklungen der Physiker, von denen ich weiter zu berichten habe, als
Einzelausfiihrungen der dort formulierten allgemeinen Fragestellung
angesehen werden kénnen.

Das Prinzip ist kurz anzugeben. Wir begannen in A damit, die
Urvariablen einer beliebigen homogenen linearen Transformation von
der Determinante 1 zu unterwerfen. Die jetzt vorzunehmende Verall-
gemeinerung liegt darin, daB wir die Gesamtheit dieser Transfor
mationen unter den Gruppenbegriff fassen. So ergibt sich eine
Problemstellung, die ich auf S. 7 des Programms in die Worte kleidete:

»Es ist eine Mannigfaltigkeit und in derselben cine Transforma-
tionsgruppe gegeben; man soll die der Mannigfaltigkeit angchérigen
Gebilde hinsichtlich solcher Eigenschaften untersuchen, die durch die
Transformationen der Gruppe nicht geindert werden, !

Einige Zeilen weiter wird statt dessen gesagt:

»Man entwickele die auf die Gruppe beziigliche Invariantentheorie.

Schreibt man statt dessen:

»die Theorie der Beziehungen, welche relativ 2y Gruppe invariant
sind,"

50 ist nur noch ein Schritt bis zu dem Worte Relatz'm'liitsl/woric, welches
die modernen Physiker fiir die in ihren Bereich gehérigen Fille der
allgemeinen Zielsetzung gebrauchen,

Das Erlanger Programm gehért zu denjenigen Schriften, welche zu

Neuem anregen wollen, indem sie Vorhandenes ordnen. Ich habe es

1) Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische TForschungen,
Erlangen, ausgegeben Dez. 1872, also vor der genannten Abhandlung, die infolge
eines grofen Setzerstreiles erst 1873 in Math. Ann. Bd. ¢ herauskam. Das Er-
langer Programm ist spater in Bd. 43 der Math. Ann. (1883), Klein: Ges. Abh,
Bd. 1, S.460 und sonst mehrfach abgedruckt bzw. itbersetzt worden.
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also immer sehr begriit, wenn weitere Ausfiihrungen hinzugetreten
sind. Neben der Entwicklung der Lehre von den diskontinuierlichen
Gruppen sei hier als wichtigster Fortschritt die allgemeine Theorie der
kontinuierlichen Gruppen genannt, welche Lie nach 1872 geschaffen
hat, dann aber auch die explizite algebraische Behandlung einzelner
linearer Gruppen durch verschiedene jiingere Mathematiker. Ich habe
im Jahre 1892—93 in meiner autographierten , Einleitung in die hohere
Geometrie”?), so gut das im Rahmen ciner Jahresvorlesung gelingen
wollte, eine Ubersicht tiber den damals vorliegenden Gesamtstoff ge-
geben. Manches weitere findet man im 3. Bande der Math. Enzyklopidie
(IIL AB, 4b) in Fanos Artikel: ,,Kontinuierliche geometrische Gruppen.
Die Gruppenthcorie als geometrisches Einteilungsprinzip®, (1907.)
Trotzdem glaube ich, dal das Erlanger Programm als ein Einschnitt
in der Entwicklung speziell der Geometrie oder, um den allgemeinen
GraBmannschen Ausdruck anzuwenden, der Ausdehnungslehre an-
gesehen werden kann. Indem an Stelle der engherzigen Auffassung,
in der ich aufgewachsen war: daf eigentlich nur die projektive Be-
handlung geometrischer I'ragen als wissenschaftlich angesehen werden
konne, cine liberalere Doktrin gesetzt wurde, trat an die Stelle der
projektiven Geometric der Gedanke einer mannigfach abgestuften
Transformationsgeometric. Kein Wunder, dal das Programm bei den
Vertretern der fritheren Auffassung zunichst vielfachen Widerspruch
fand. Ich war namentilich begierig, wie mein verehrter Lehrer Clebsch
sich stellen wiirde. Aber hier griff ein auBerordentliches Schicksal
ein, indem Clebsch, als mein Programm eben im Druck war, erst 39 Jahre
alt, plotzlich einem Diphteritisanfall erlag (am 7. Nov. 1872). Dieser
Umstand hat damals fiir meine wissenschaftliche Arbeit nach den
verschiedensten Richtungen neue erschwerende Bedingungen geschaffen,
worauf ich vielleicht einmal bei anderer Gelegenheit eingehen werde.

§ 2. Besondere Inbetrachtnahme des dreidimensionalen
Raumes.

Ubergang zur homogenen orthogonalen Gruppe.

Von den verschiedenen Moglichkeiten, welche der Ansatz des Er-
langer Programms fiir die Geometrie des R, einschlict, wollen wir
hier vorab nur dic cinfachsten Typen linearer Substitutionsgruppen
nennen. Ich kniipfe einfach an die Formeln Bd. 1, S. 168, an. Indem
ich ein gewohnliches rechtwinkliges Koordinatensystem mit der iiblichen
Bezeichnung x, y, z zugrunde gelegt dachte, schrieb ich damals der
Reihe nach hin:

1) Inzwischen als Buch erschienen: F. Ilein, Vorlesungen fiber hohere Geo-

metrie., Berlin 1926. (I1.)
€94 510
il N 23 &5



30 1. Kap. Elementares iiber die Grundbegriffe.

1. Die Gruppe der ,,projektiven’ Geometrie:
i ar+Byyfyrt+d
a/”x + ﬁl”ly + ylﬂz "I- 6//’ ki
ey By oyt s
(1) y _lx’"x+/5’”’y + ymz__l_ &
v o By a6
alllx_}_ ﬂl/'y __I_ y/"z‘+ (SIII .
2. Die Gruppe der affinen Geometrie:
¥ =oax+By+yz+4,
2) y=axtfy+yza+ 0,
Z/ — Ot”x“!"ﬂ”y __}_}’Irz__l_ 6!1 .
3. Die Gruppe der metrischen Geometrie:
(3), dieselben Formeln wie (2), nur daB die Substitution

« By

“l ﬁl yl

ml’ ﬁll y!l
eine ,,orthogonale’ Substitution sein, d. h. x2 4 3% 4 z% in sich selbst
iiberfithren soll.

Um durchweg Aomogene lineare Substitutionen zu haben, kann man

sich nattirlich, wie zuerst Pliicker tat und jetzt in allen Lcehrbiichern
zu finden ist, des Kunstgriffs bedienen, statt

X

z

Ry Ay Ay

X Y, 2 bzw. : 2
3 7 A,ll, Aa’

E
zu setzen und dann Zihler und Nenner zu trennen. Wir wollen hicr,
indem wir uns auf die Fille (2), (3) beschrinken, das einfachere (véllig
triviale) Mittel anwenden, daB wir die in den Substitutionsformeln
auftretenden additiven Konstanten weglassen. Wir haben dann statt
(2) die affinen Transformationen bei festgehaltenem Koordinaten-
anfangspunkt

¥ =ax By -y,
(2) y=a'x+fy+yz,

d=a"x4+p'y+9"2,

desgleichen statt (3) die orthogonalen Transformationen bei festem
Koordinatenanfangspunkt, gegeben durch (2°) und die hinzutrctende
Formel

(8" B2y R R g g g2

Indem wir solcherweise die Formeln (2), (3) spezialisiert haben,
verzichten wir auf die allgemeine Betrachtung der affinen Geometrie
(oder der mit ihr solidarischen Statik und Kinematik der starren Kor-
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per). Dafiir nehmen wir im Falle (2') an die bisher betrachtete allge-
meine lineare Invariantentheorie bei drei Verinderlichen direkten An-
schluBY), im Falle (3) aber an das, was wir orthogonale lineare Invari-
antentheorie (bei drei Verdnderlichen) nennen werden.

Zunichst noch eine genauere Angabe, was homogene orthogonale
Substitutionen bei # Verdnderlichen sind. Wir schreiben etwa zunéchst
(im AnschluB an A §1):

- Xz
(4) £y =800y 4+ o Fsuan mit Saf== N,

Es ist dann eine sehr bekannte Theorie, die dem Wesen der Sache nach

auf Euler und Lagrange zuriickgeht, daB zwischen den 2 Koeffizienten
n(n

Sy die — 2+ 1) Gleichungen bestehen:

B) Sst=1, Nsusu=0, kD) k=1,..,n). (=2 ...0),
1

11

daB dementsprechend die Gruppe der homogenen orthogonalen Sub-

stitutionen (4) 21-—(,—1—2_—1—) Parameter enthdlt — dall ferner die Auf-
lésungen von (4) so lauten:
(6) X =S% 0 A Sy,

so daB man statt (5) auch die Gleichungen (7) schreiben kann:
\1

(7 _‘gs.?,c——* , o XSSy =0, (EN@E=1,..,m), (G=1,...n).

Man betrachtet ferner insonderheit die Substitutionsdeterminante
(8) = | s |-

Indem man sie nach dem folgenden Schema mit sich sclbst multipliziert:

olsyy...8

S11--51m ‘

nl

N S

nn o

folgt, da3 7% =1 ist. Mehr aber ist aus den Gleichungen (5) oder (7)
nicht zu schlieBen. Es kann also 7 = -+ 1 oder # = — 1 scin, und man
wird dementsprechend zwischen eigentlichen und uneigentlichen ortho-
gonalen Substitutionen unterscheiden. Da sich bei der Zusammen-
setzung zweier linearer Substitutionen ihre Determinanten multi-
plizieren, folgt, daB nur die cigentlichen Substitutionen fir sich
genommen eine Gruppe bilden, die sich dann als kontinuierliche
G nn—1) erweist?). — Die eigentlichen und uneigentlichen Substitutionen
2

zusammen bilden dagegen eine sogenannte gemischte Gruppe (dor-

) Wobei die Determinante der Substitutionskoeffizicnten aber zuvirderst
noch nicht notwendig gleich 1 ist, wie wir oben, S. 3, der Einfachheit halber vor-
aussetzten.

%) G, bezeichnet im folgenden eine kontinuierliche Gruppe von & Parametern.
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selben Parameterzahl). In der Tat enthalten die uneigentlichen Sub-
stitutionen keine sog. unendlich kleine Substitution (die ,,unendlich
wenig" von der ,Identitdt” verschieden ist). Das einfachste Beispicl
einer uneigentlichen Substitution hat man, wenn man nur eine der
Verinderlichen x,...x, im Vorzeichen dndert. Geometrisch bedeuten
die cigentlichen Substitutionen ,,Drehungen’‘ um 0, die uneigentlichen
die anderen Transformationen, welche Study allgemein » Umlegungen*
nennt (Math. Ann. 39).

Es ist nun eine fiir alles Folgende grundlegende Frage, ob wir bei
der Invariantentheorie der orthogonalen Substitutionen nur ecigentliche
oder auch uneigentliche Substitutionen in Betracht zichen wollen.
Das Erstere ist das Bequemere (wie wir ja auch bei den Erliuterungen
tiber allgemeine lineare Invariantentheoric der Kiirze halber jmmer
7 =1 genommen haben). Das Zweite aber gibt gewisse feinere Unter-
scheidungeén, welche sich auch in der modernen Physik bei genauerer
Arbeit als wesentlich erwiesen haben, z. B. dic Unterscheidung von
Vektoren erster und zweiter Art; wir werden uns darauf beschriinken,
bei Gelegenheit darauf hinzuweisen.

§ 3. Einschaltung iiber Quaternionen.

Hamiltons Quaternionenrechnung wurde schon in Bd. 1, Kap. 1V,
néher erortert. Ich méchte aber hier, um spéter darauf zuriickgreifen
zu kénnen, noch angeben, wie sich mit Hilfe der Quaternionenmulti-
plikation die orthogonalen Substitutionen der Determinante - 1 hei
drei und vier Verdnderlichen in cinfachster Weise darstellen.

Ich erinnere kurz: Quaternionen sind viergliedrige komplexe Zahlen

g=d+1a-+5b - kc,
fiir deren Multiplikation das Schema gilt:
k=1, hi=], ij=ph
A R
kf=—i, ih=—7, ji=—"4k
Die Gleichung
Vg ix Ay R =g+ ix Ay o k)
ist danach mit der linearen Substitution gleichbedeutend:
V' =dl—ax—by—cz
(A) ¥ = at4dx—cy-|- bz
Y =bitcx+dy—azx
2= ct—bx ay--dz,
die einer orthogonalen Substitution von der Determinante -- 1 sehr
nahe steht, weil erstens, wie man durch Ausrechnung findet:

P2 n/ 2 g2 g2 (B 2% 92+ 22) (d2 - g2 - b2 4 c2)
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wird, zweitens die Determinante den Wert (@% 4 a® + b2 4 ¢c?)2 er-
hilt.

Von hier aus ist nun nur noch ein Schritt zu der merkwiirdigen
Formel fiir die allgemeine Darstellung der eigentlichen orthogonalen
Substitutionen bei 4 Verinderlichen, welche Cayley in Crelles Journal,
Bd. 50 = Werke II, S. 192, 202 gegeben hat:

Cix gy Lk = LRIy R

@7 F+ix by R = V@t 40 o) f@odbaposnay’
unter ¢’ =4’ - ia’ 4 jb' + k¢’ irgend eine zweite Quaternion ver-
standen. Zur allgemeinen Darstellung der eigentlichen orthogonalen
Substitutionen von 3 Veriinderlichen aber kommt man, wenn man hier
¢ insbesondere gleich d — ia — jb — k¢ nimmt. In der Tat wird dann,
wie man nachrechnet, # =¢, und es bleibt fiir die Drehungen um einen
Punkt:

(38) 1" gy - ka =g (ix Ay o k2) g1,
eine Formel, welche Hamilton und Cayley schon im Jahre 1844 auf-
gestellt haben.

Daf3 diese Formeln (37), (38) die richtige Zahl von 6, bzw. 3 un-
abhingigen Parametern enthalten, zeigt die einfache Abzihlung.
Nun soll noch Formel (37) aus der Zusammensetzung bindrer Matrizes
erklirt werden (wozu ebenfalls schon Bd. 1, Kap.IV, S. 196 eciniges
Einleitende gesagt ist).

Man setze voriibergehend — um eine Verwechselung mit dem 4 der
Quaternionentheorie zu vermeiden — die gewéhnliche ¥ —1 gleich &.
Man schreibe ferner

dtea=o, b-+ec=p, —b+tec=y, d—ca=29

und analog

tlex=§, yter=n, —y+ez=_, t—ex=1v (' +ex’ =& usw.).

Dann lassen sich dic Substitutionsformeln (A) folgendermaBen als
Zusammensetzung zweicr binidrer Matrizes schreiben:

(.f' w\ _ (e B [\ [xE4+BL an-t+fBr
£ T’) w<y 0‘)'<C T> B <9~5+6¢ M-l'ér)'
wobei die Horizontalreihen der ersten Matrix mit den Vertikalreihen
der zweiten kombiniert sind. DafB hierbei die Determinante
&y
.
gleich dem Produkt der Determinanten
« B | &y
y 0 T
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wird, ist eine unmittelbare Folge des Determinzmtenmultiplikations-
satzes. Genau entsprechend erhilt man:

(G- sy
CT yl 6/ OC'C"}"}/,‘C ﬁ’C‘{‘é,T-

Jetzt sind die Elemente, welche in der Matrix

(£

derselben Horizontalreihe angehéren, miteinander lincar verbunden,
Formel (87) aber schreibt sich so:

) 6/ 1?/ _a ﬁ £ 77\ (OLI ﬁl‘ *' [ R P R
(37) (é" T,)_()’ 5)(: T) ;’/ 6,)1(0!'6 ﬂy)(a 0 ﬂ)’):

und die auf sie beziigliche Behauptung reduziert sich offenbar darauf,

P —

L
daB man die allgemeinste lineare Umsetzung der Matrix (Z. Z) bei

welcher ihre Determinante sich bis auf einen Faktor reproduziert, er-
hilt, indem man einerseits die Elemente ihrer Vertikalreihen, anderer- b
seits ihrer Horizontalreihen lincar kombiniert. Durch dicse Umsetzung
wird die Quaternionenmultiplikation und damit die orthogonale Sub-
stitution der Determinante ~+ 1 auf bindre lincare Substitutionen be-
zogen (wobei man « und 4, sowie f und — y konjugiert imaginir nchmen
muB, wenn man reelle Drehungen darstellen will). Die Invarianten-
theorie der reellen orthogonalen Transformationen bei 8 und 4 Ver-
dnderlichen IiBt sich unter Berticksichtigung der hiermit angedeuteten
Beschrankung auf die allgemeine binire Invariantentheorie griinden.
Dies ist der Gedanke, den Wilsch in seiner ,,Bindranalyse' zuniichst
fir » =23 systematisch verfolgt hat. Ich verweise auf seine zu-
sammenfassenden Artikel in Bd. 143 und 144 der Comptes Rendus -
(1906, II; 1907, I). Die Entwicklungen, welche vielfach denjenigen
des weiter unten zu nennenden Schoutenschen Buches von 19141)
parallellaufen, gehen auf ihrem Gebicte — eben  wegen  Heran-
ziehung der in der Invariantentheorie entwickelten allgemeinen
Hilfsmittel — weiter als dieses, Aber ich fiirchte, daBl sie nur
sehr wenige Leser finden werden, weil sie cinerscits mannigfache
Vorkenntnisse (auch nach mathematisch-physikalischer Seite) vorans-
setzen, andererseits der Kiirze halber auch wieder von einer besonderen
Stenographie der Formeln Gebrauch machen. Man kénnte die Unter-
suchungen auch auf unecigentliche orthogonrale Substitulionen aus-
dehnen, wenn man zu den biniiren Substitutionen die Vertauschung

von ¢ mit — & hinzunchmen wollte, Neuerdings hat sich Wiilsch auch F
_—

1) Siehe S. 4.
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mit dem Falle # = 4 beschéftigt, dabei aber vorgezogen, sich explizite
an den Quaternionenkalkiil anzuschlieBen.

Diese wenigen Andeutungen mégen hier geniigen. Auf dic geo-
metrische (projektive) Deutung des in (87) enthaltenen algebraischen
Resultates (bei der die beiden Scharen geradliniger Erzeugender der
Fliche 2. Grades &t —n ¢ =0 nacheinander linear transformiecrt
werden) bin ich u. a. in Bd. 37 der Mathem. Annalen (1890) cingegangen,

Man sieht jedenfalls, wie genau die Quaternionen an die Betrachtung
der orthogonalen Substitutionen bei 3 und 4 Verinderlichen angepaBt
sind. Uberall, wo von diesen Substitutionen die Rede ist, wird darun
ihre Verwendung niitzlich sein kénnen. Dagegen wird wohl niemand
mehr, wie es Hamilton und seine Schiiler zeitweise wollten, in ihnen
ein Allheilmittel fiir alle Desiderate der Geometrie erblicken.

§ 4. Ubergang zu den Grundbegriffen der Vektor- und
Tensoralgebra *,

Unsere Aufgabe soll jetzt nicht sein, eine systematische Invarianten-
theorie der homogenen orthogonalen Substitutionen zu entwickeln,
sondern nur zu erldutern, wie man vom invariantentheoretischen An-
satz aus bei # = 3 und # = 4 ohne weiteres zu all den Begriffen der
Vektoralgebra kommt, die den Physikern geliufig sind1).

l.n=3.

Wir bezeichneten den Inbegriff der drei Variablen
(9) %, 9,2,
insofern wir die Gruppe der homogenen affinen Transformationen
zugrunde legten, seither als eine von O auslaufende , Strecke. Te-
schranken wir uns auf die Gruppe der homogenen orthogonalen Sub-
stitutionen, so deckt sich dieser Begriff mit dem, was dic Physiker in
Anlehnung an Hamilton einen (von O auslaufenden) Vekfor nennen.,
Wir haben dann, da es sich nur um orthogonale Substitutionen handeln
soll, in
(10) x% - y? - gt
das einfachste Beispiel ciner zugehorigen Invariante (ZahlgriBe); die
Physiker sagen, wieder im AnschluB an Hamilton, Skalar. Aber auch
die Polare von (10)

(1) B5 4 yy 4 o

1) Eine besondere Schwierighkeit liegt dabei in der Verschiedenheit der von
den einzelnen Autoren gebrauchten Terminologie und Formelsprache. Indem ich
letztere vorliufig ganz beiseite lasse, beziehe ich mich nur auf solche Termini,
welche zur Zeit, jedenfalls bei den deutschen Physikern, allgemein verstindlich
sein diirften.
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wird, unter (#, y, z) bzw. (¥', ', 2’} Vektoren verstanden, eine Invariante
sein. Wenn die Physiker sie als snneres oder als shalares Produkt der
beiden Vektoren bezeichnen, so liegt das daran, daB GraBmann wic
Hamilton ihre Theorien von vornherein mit der Lehre von den mehr-
gliedrigen komplexen Zahlen verbanden, die bei uns zuriicktritt; siche
Bd. 1, Kap. IV, S. 173 1f.

Grundlegend fiir unsere Auffassung ist, daB gemil der In-
varianz von (11) die #’, y’, 2/, welche doch zu den %, ¥, 2 kogredient
sind, auch als ihnen kontragredient aufzufassen sind. Allemal, wenn
es sich wm homogene orthogonale Substitutionen etnes Grifenkomplexes
handelt, fallt der Unterschied von Kogredienz und Kontragredienz weg.

Wir betrachten jetzt die aus verschiedenen Vektoren aufzubauenden
GraBmannschen Stufen und beginnen mit der Determinante

x ¥y oz
(12) %' yl s
5 y// P

Je nachdem wir orthogonale Substitutionen von der Determinante
4+ 1 oder —1 heranziehen, wird sie ungeindert bleiben oder ihr
Vorzeichen wechseln; die Physiker sprechen, wenn sic letateren Um-
stand betonen wollen, von einem Skalar zweiter Art oder Pseudo-
skalar. Indem wir ferner (12) nach den Elementen der ersten Hori-
zontale entwickeln :
22 = EY) (5= 2 2 (wy — yfa),

erkennen wir, daB die GréBen zweiter Stufe:
(13) y’zll — zlyll ) lell — xlz’l‘ xlyll ____ylxlll
weil zu den «, y, z kontragredient, bei eigentlichen orthogonalen Sub-
stitutionen selbst wieder Vektorcharakter haben, bei uncigentlichen
aber tiberdies einen simultanen Zeichenwechsel aufweisen. - Die
Physiker sprechen von dem dufleren oder wektoriellen Produkt der
beiden Vektoren #’, ¥, 2 und =", ¥, 2" und bezeichnen den Inbegriff
seiner drei Komponenten als Vektor zweiter Art oder als ,axialen”
Vektor im Gegensatz zu dem urspriinglich auftretenden ,,polarcn‘* (9).

Gehen wir zu quadratischen Formen von Vektorkomponenten iber

(14) ax2+by2»|~czi+2dyz—|-2czx+2fxy.

Dem Umstande entsprechend, daB sie bei der Deformation der Kon-

tinua eine Hauptrolle spiclen, nennt man nach einem Vorschlag von
Voigt das Koeffizientensystem

(15) a,b,c,d,e,f

einen Tensor. — Gegeniiber affinen Transformationen werden sich die

i
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Tensoren nach ihrem Ramge und wenn man nur reelle Koeffizienten-
systeme betrachtet, nach ihrem Twdgheitsindex unterscheiden; siche
A §5. Beschrinkt man sich auf orthogonale Substitutionen, so tritt
neben (14) von selbst die quadratische Form x2 - y2 4- 2%, was zur
Betrachtung der ,,charakteristischen Determinante’

a-+ A f e |
(16) fob+a 4

e d c+ A

AnlaB gibt, Indem wir sie nach Potenzen von 1 entwickeln:

‘a f e
(16°) B+ (a+b-Fo) 24 (be+tcatab—d2—e2— [+ [ b 4
e d ¢

haben wir in den drei dabei auftretenden Faktoren von A2, A%, A° die
drei fundamentalen orthogonalen Invarianten des Tensors. Aus ihnen
setzt dich u. a. die Invariante

(17) (a+b+4c)2—2(bc+catab—d2—e—f2)=a24- b2+ c2 -} 242
+2e24-2 /2
zusammen. Indem wir aus den fiir zwei Tensoren a, b, ¢, ... bzw.

!

a',b', ¢, ... aufgestellten Ausdriicken (17) dic Polare bilden
(18) aa’ 4 bl +cc +2dd + 2ee + 21/,
erkennen wir, daf3 die Gréfen
a, b,c, Y2-d, \2-¢, |2/
mit sich sclbst kontragredient sind. GemiB (14) sind sic aber auch zu
den
(18" A%,y 22 YR yz, )2 .zx, |2 -xy

kontragredient; wir schlieBen, dafB sie eben dicsen Verbindungen der
%, v, 7 auch kogredient sind. Vielleicht wiirde es sich empfchlen —
was lbrigens Ansitzen entspricht, die in der allgemeinen Invarianten-
theorie wohlbekannt sind, — als Tensorkomponenten durchweg die
Grolen (18) cinzufiihren.

Mit den quadratischen Formen (14) sind zugleich deren Polaren
und damit die symmetrischen bilinearen Formen (bei denen wir jetzt
nicht mehr zu unterscheiden haben, ob in ihnen kogrediente oder
kontragrediente Variabelreihen .auftreten) fiir uns erledigt. Eine anti-
symmetrische bilineare Form wird sich so schreiben:

(19) A(ya' —y'2) + B (zx' —2'x) 4 C (xy' — &' V).

Das Koeffizientensystem 4, B, C bezeichnet also einen Vektor zweiter
Art. Eine allgemeine Bilinearform (die man nicht in einen symmetri-
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schen und antisymmetrischen Bestandteil gespalten hat) ist fiir ung
mit der allgemeinen homogenen affinen Transformation:

2=a x4+ v+y z,
(20) Y=o 2+f y+9 2z,
zI:a'lx‘f—ﬂI’y"l‘?,’z,

gleichbedeutend, Die deutschen Geometer nennen daher neuerdings
das System (o, ..., ") einen Affinor, bei Hamilton tritt die Trans-
formation unter der Bezeichnung | linearc Vektorfunktion* auf (die
Komponenten des einen Vektors sind lineare Funktionen der Kom-
ponenten des anderen), Eben hierher gehort, was Gibbs »Dyaden*
nennt; vgl. S. 47,

2. n =4 (kiirzer gefaBBt). Die Variablen maogen x,5 xy, x4, %, ge-
nannt werden. Im {ibrigen seien, nach dem Vorgange von Sommerfeld
(Ann. d. Physik [4], Bd. 32, 1910), bei # = 4 die fiir # = 3 iiblichen
Benennungen Skalar, Vektor, Tensor beibehalten und zur Unterschei-
dung mit einem Zusatzwort, welches die Zahl der Komporienten angibt,
versehen.

Ein Wertesystem #,, %, x,, %, (das Dbeliebigen homogenen ortho-
gonalen Substitutionen unterworfen gedacht wird), heiBe dement-
sprechend Vierervektor; aus ihm leitet sich als ecinfachster Skalar
ab,

Das Koeffizientensystem einer quadratischen Form X, , x:x, (oder
auch ciner symmetrischen Bilinearform) werde jetazt Zehnertensor e
nannt. Ein Zehnertensor hat vier Hauptinvarianten (Skalare), die man
bekommt, indem man die Determinante | @ - A8, , | — Kronecker-
sche Bezeichnung — nach Potenzen von 1 entwickelt,

Das Koeffizientensystem einer antisymmetrischen  Bilinearform
iy (35 — yixy) heiBe Sechsertensor; cs gibt zwei zugehdrige cin-
fachste Skalare: 2%, und

A= /’112134 + /11:) 142 4 /114 Aaa*'

§ 5. Einfiihrung der Vektoranalysis * (Tensoranalysis).

Kehren wir wieder vorliufig zu # = 3 zuriick. g gilt, allen unseren
bisherigen Entwicklungen cinen neuen Begriff von groBter Tragweite
einzufiigen, den Leldbegriff,

Wir haben seither dic Skalare, Vektoren, Tensoren. . ., die wir
betrachtéten, auf den Koordinatenanfangspunkt bezogen (indem wir
von homogenen orthogonalen Substitutionen der x, y, z sprachen);
es handelt sich jetzt darum, jedem Raumpunkte X9, Yo, & einen
Skalar, oder Vektor, oder Tensor. -+ Dbeizulegen und damit zum
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Begriff des Skalarjeldes, des Vektorfeldes, des Tensorfeldes. .. auf-
zusteigen. Die Komponenten eines solcherweise dem Punkte %4, y,, 2,
zugeordneten ,,Komplexes werden sich dann bei homogenen ortho-
gonalen Substitutionen der :

X Y Yo, T2

als Komponenten eines Skalars, Vektors... erweisen miissen.

Der Feldbegriff hat sich ganz von selbst dargeboten, seit es eine
mathematische Physik gibt. Zunichst explizite vielleicht als Skalar-
feld in der Wirmelehre, indem man die Temperatur als Funktion
des Ortes auffaBte. Hinterher kann man natiirlich bemerken, daB
Felder der verschiedensten Art von je in der klassischen Mechanik
aufgetreten sind (Potentialfelder, Kraftfelder...). Die Mechanik der
Kontinua licferte dann weitere Beispiele in Fiille. Aber erst in der
modernen  Lehre vom  Elektromagnetismus (welche das rdumliche
Medium als Trager der elektromagnetischen Erscheinungen betrachtet)
hat der Begriff seine klare Ausprigung erfahren: Man findet das Wort
LFeld”, soviel ich weil, zuerst in den ausgedehnten Arbeiten von
W.Thomson iiber Magnetismus (1851 im Philophical Magazine = Reprint
of Papers on Electricity and Magnetism, S. 473). — Andererseits kann
man den Feldbegriff in verallgemeinerter Form in die abstrakte In-
variantentheorie einfithren, indem man die Komplexe, mit denen man
sich Dbeschiiftigt, von irgendwelchen Parametern abhiingig denkt.

Ich will das Wort ,,Vektoralgebra hier in der allgémeinen Weise
gebrauchen, daB es die algebraische Lehre von den Skalaren,. den
Tensoren usw. mitumfalt. Aus der so verstandenen ., Vektoralgebra®
wird dann vermége des Feldbegriffs die ., Vektoranalysis entstehen,
indem man Differentiation oder Integration nach den Parametern
%9, ¥, 2o mit unter die Operationen aufnimmt, denen man die Kom-
ponenten der zu betrachtenden Komplexe unterwirft, Der abstrakte
Mathematiker wiirde sagen, daB man neben die algebraischen Invari-
anten  Differentialinvarianten, Integralinvarianten sctzt. — Ubrigens
werde ich statt xg, y4, 2, jetzt kurz %, y, z schreiben und dafiir die
Koordinaten cines dem Punkte x,y,z angehefteten, Vektors u, v, @
nennen. Ich werde auch (wie es bel Hamilton immer, und meist auch
bei Maxwell der Fall ist) nunmehr auf die Unterscheidung von Skalaren,
Vektoren usw. der ersten und zweiten Art verzichten, mich also auf
die Invariantentheoric der eigentlichen orthogonalen Substitutionen
beschrinken.

Das cinfachste Beispiel fiir die neu zu betrachtenden Bildungen-
ist wohl, daf3 man bei gegebener Ortsfunktion f (x, v, z) die Unabhingig-
keit der beiden Ausdriicke
0 2 af\2 A\ 0%

(5L + (aﬁ) +(3) wa T+

/

élf/u / LR s Y
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vom Koordinatensysteme einsieht und damit aus einem ersten Skalar-
feld zwei neue ableitet. Der franzosische Mathematiker Lamé (1795
bis 1870), der diesen ProzeB prinzipiell erfaBte (vgl. seine Legons sur
les Coordonnées Curvilignes, Paris 1859) nannte die beiden Ausdriicke
eben wegen ihrer Invarianz Differentialparameter der ersten, bzw. der
zweiten Ordnung (L. c. S. 6). Aber ihm lag das vektoriclle Denken noch
fern. Dieses hat in der fiir uns hier in Betracht kommenden Form
zuerst Hamilton ausgebildet (vgl. seine Lectures on quaternions,
1853 sowie Bd. 1, Kap. IV, S.187). Geschult in den symbolischen
Methoden des englischen Analysten, betrachtet er nicht nur

af af af
(22) gx> 8y’ s
(also den ,,Gradienten’, wie man mit Maxwell sagt) als Velktor, sondern
geradezu die Symbole selbst:

o 9 9
ox’ Qdy' 0z’

Da ist es denn ganz klar, daB

(4) Ge) + G5 + @)

aber ebensowohl auch

9% gt 92
(25) ittt ga

Skalare sind, d. h. Operationen, die auf einen anderen Skalar angewandt
{mit ihm multipliziert, wie Hamilton sagt) wieder einen Skalar ergeben.
Er hitte ebensowohl bemerken kénnen, daB die 6 zweiten Differential-
quotienten

2 2 62 (']2 2 02
(26) 9 9 9

9x®’ Byi FaE o 8xdy >  92dx’ 0y0z

einen Tensor vorstellen, und daB (25) nichts anderes ist, als dic lineare
Invariante, die jeder Tensor besitzt,

Man sicht, wie die rein formale Auffassung, welche wir vertreten,
hier durchschligt (wihrend die anschauungsmiBige versagt, mit der
die Lehrbticher gewdhnlich beginnen):

a ad 9 . . q o . .

a7 3y 95 bezeichnen einen Vektor, weil sie sich bei orthogonalen
Substitutionen der dx, dy,dz wie die Komponenten eines Velktors
verhalten, und dieses wieder ist der Fall, weil

mit f zusammen ein Skalar ist. DaB Hamilton bei solchen Betrachtungen
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von seiner Quaternionenbezeichnung Gebrauch macht und die Kom-
ponenten (23) zu einem Symbol

.0 . d g1
(27) V =iy tigsthys)

zusammenzieht, kann hier fiir uns auBer Betracht bleiben.

In der Tat hat ja auch Maxwell in seinem Treatise on Electricity
and Magnetism (1873), durch welchen in erster Linie die Vektorvorstel-
lungen bei den Physikern verbreitet worden sind, von dem #uBeren
Formalismus der Quaternionen keinen Gebrauch gemacht. Er hat
insbesondere darauf aufmerksam gemacht, daB wenn

u, v, w
ein gegebenes Vektorfeld ist, der Aunsdruck
dn dv | dw
2 i S Il
(28) a% "oy Tz

ein zugehériges Skalarfeld definiert, andererseits aber

dv dw dw  Qu du v
(29) 9z "oy ax " er @y o
ein zugehériges Vektorfeld ergeben?). Es ist dabei interessant, zu
verfolgen, wie sich bestimmte Namen fiir die (28), (29) erst allmihlich
durchgesetzt haben. An hydrodynamische Vorstellungen ankniipfend
nennt Maxwell den Ausdruck (28), negativ genommen, Konvergenz
und der heute herrschende Term Divergenz [fiir (28) selbst] entsprang
erst aus einem ganz beildufigen Vorschlag von Clifford auf S. 209/210
seines Buches , Kinematic (1878). Den Vektor (29) nannte Maxwell
urspriinglich Rotation (trotzdem er den doppelien Betrag der Drehung
des Fliissigkeitsteilchens vorstellt); in seinem Treatise heiBt er ,,curl®,
ein Term, der in seiner englischen Form, stellenweise ins Deutsche
tibersetzt als ,,Quirl”, auch in die deutsche Lehrbuch-Literatur viel-
fach eingedrungen ist. Neuerdings ist man aber doch wieder zu ,,rof*
zuriickgekehrt, was manche nach Clifford ,,Rotor’* aussprechen.

Die Benennung besonderer Vektorfelder, fiir welche die Ausdriicke
(28) oder (29) identisch verschwinden, als solenoidal und lamellar findet
sich schon bei W. Thomson I c., andere sagen, in Festhaltung des
hydrodynamischen Bildes, guellenfres und wirbelfres. Es ist von vorne-
herein klar, daB3 der Ausdruck (28) nur bei orthogonalen Substitu-
tionen invariant ist, die Ausdriicke (29) aber bei beliebigen affinen

1) Dem sog. ,,Nabla'* der Quaternionisten, wegen der Ahnlichkeit des Zei-
chens ¥ mit einem hebraischen Musikinstrument dieses Namens. ]

%) Beides klar nach unscren fritheren Ansitzen, wenn man nur ;;, ad&-, %
sclbst als Vektor gelten lassen will, den man mit «, v, w skalar oder vektoriell
multipliziert.
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Substitutionen der Determinante -1 (weil sie zweigliedrigen GraB-
mannschen Unterdeterminanten entsprechen). Wir schlieBen weiter,
daB

o =G (G5 e (5 -5

eine affine Invariante vorstellt. Es ist natiirlich nicht zufillig, daB die
(29), (30) gerade auftreten, wenn es sich in der allgemeinen Analysis
darum handelt, lineare Differentialausdriicke (Pfaffsche Ausdriicke):

(31) udx 4+ vdy +-wdz
nach ihrem Verhalten gegeniiber beliebigen Punkttransformationen:
e=g (), y=y(nl, 2=y ()

zu Klassifizieren?), Denn die in dem Skalar (31) auftretenden dx, d y,dz
werden ja bei ciner solchen Transformation affin substituiert. Nun
ist eine der merkwiirdigsten Leistungen von GrafBmann, daB er in seiner
Ausdehnungslehre von 1862 diese Formeln auf beliebiges % iibertragen,
d.h. die n-gliedrigen Pfaffschen Ausdriicke tiberhaupt nach ihrem
Verhalten bei beliebigen Punkttransformationen klassifiziert hat. Man
wird sagen konnen, daB er damit zugleich das Studium der #-dimen-
sionalen Vektorfelder, soweit affine Eigenschaften in Betracht kommen,
auf eine feste Basis gestellt hat.

Um ein Beispiel von Integralinvarianten zu geben, erwcitern wir
die Darstellung eines beliebigen Vektorfeldes #, v, w durch die Uber-
lagerung eines lamellaren und eines solenoidalen Feldes, welche dem
Wesen der Sache nach bereits 1850 von Stokes?) gegeben wurde, Man
setzt

9 oV aw
w=gk+ or Ty
of aw U

(32) V=t T e
P,oUu  av
W= e o e

und bedingt auBerdem:

. oU oV aw
(329 Ta T oyt =0

1) Das Verschwinden der Aunsdriicke {20) bedeutet bekanntlich, daf (81) ein
exaktes Differential df ist, das Verschwinden von (30), daB c¢s sich durch
Multiplikation mit einem TFalktor in ein solches verwandeln 146¢.

%) Stokes: Cambridge Trans. 9 = Papers Bd. 2, S, 256£f. — Ich gebe die
meisten dieser Zitate nach dem Enzylklopidicartikel IV, 14 von Abraham, wo
man auch vicle intercssante Einzelbemerkungen findet, dic ich hier unméglich
reproduzicren kann,
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Man findet fiir das ,,skalare“ Potential f:

. 0% _ Ou dv dw
(33) vi= aw “'“03,2 +5Tf“ % +’67+’3‘2’
und fiir das ,,Vektorpotential”“ (U, V, W): i
dv dw dw  du ou dv
BY) —VU=7o—5r, —PV=igp—7y, —VPW=g-—%7, !¢
i

d. h. Differentialgleichungen, die nach bekannten Methoden der Po-
tentialtheorie unter geeigneten Voraussetzungen iiber das Verhalten
der %, v, w im Unendlichen und die Art der sonst bei ihnen auftretenden
Singularititen — durch bestimmte Integrale integriert werden:

du
. oy L (5 + 0y+6 Y ax ayaz
(35) (abe)= - g US.

§ 6. Die invariantentheoretische Darstellung in der
Vektorlehre.

Wenn wir vorstehend die Vektorlehre usw. als eine Art XKorollar
zur Invariantentheorie der orthogonalen Substitutionsgruppe dar-
gestellt haben (statt sie auf anschaulich-geometrische Betrachtungen
ad hoc zu stiitzen), so diirfen wir nicht verschweigen, daf3 eine solche
Darstellung in der Literatur nur selten hervortritt.

Mir sind in dieser Hinsicht nur wenige Ausnahmen bekannt, von
denen ich zwei anfiihre.

Die eine bezieht sich auf eine auch sonst sehr interessante Ab-
handlung, welche der hervorragende englische Physiker und In-
genieur Rankine schon 1855/56 in den T.ondon Philosophical Trans-
actions, Bd. 146, veroffentlichte!). Die Verzerrung, welche die Um-
gebung irgend einer Stelle eines elastischen Korpers bei unendlich
kleinen Verschicbungen #, v, w seiner Punkte erleidet, ist bekanntlich
durch die 6 Komponenten

o du Odv dw 1 [dv K Bw 1 0u 1 /0w  dv

(B6) Dy’ dz° 9 <9z+’a'y>' 9 <a» by ) 9 <a'y + i)x)
gegeben, Diesen ,, Tensor' behandelt nun Rankine, in direkter Bezug-
nahme auf Sylvesters damals neue, grundlegende Entwicklungen,
genan so mit invariantentheoretischen Methoden, wie wir dies heute
tun wiirden.

Ferner nehme ich eine Arbeit von Burkhardt im 43. Bande der
Math. Ann. (1893)2). Drude hatte kurz vorher in seinen optischen
Untersuchungen die Frage gestellt:

1) On axes of eclasticity and crystalline forms,
%) Uber Funktionen von VektorgroBen, welche selbst wieder VelctorgrisBen sind.
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,,Gegeben seien eine beliebige Anzahl von VektorgréBen, Funk.
tionen der Lage eines oder mehrerer Punkte; man soll auf die ajl-
gemeinste Weise Funktionen derselben und ihrer Differentialquotienten
nach den Koordinaten bestimmen, welche selbst wieder VektorgréBen
sind,” — die Burkhardt zunichst dahin prézisiert, daf es sich nur um
rationale ganze Funktionen der gegebenen Vektorkomponenten handeln
soll, die in den nach den #, y, z genommenen Differentialquotienten
linear sind; worauf er die Frage mit Hilfe methodischer Reihen-
entwicklungen, wie sie in der linearen Invariantentheorie iiblich sind,
erledigt. Hierdurch ist eine verbesserte Einsicht in den Aufbau der
in der mathematischen Physik der Kontinua auftretenden linearen
Differentialgleichungen gewonnen. Es ist also wirklich niitzlich, Kennt-
nisse aus der Invariantentheorie heranzuzichen.

Warum gibt es so wenige derartige Publikationen? Warum ins-
besondere muBite sich der Anstol von Rankine, der allgemein auf eine
Verbindung der mathematisch-physikalischen Arbeiten seciner T.ands-
leute mit der formal algebraischen abzielte, totlaufen? Wir finden
bald hernach in England einen scharfen Gegensatz der beiden Schulen:
Die Invariantentheorie mit ihrer projektiven Decutung erschien den
Physikern als etwas ginzlich Uberfliissiges, wie mich denn der Edin-
burgher Physiker Tait eines Tages betreffend Cayley fragte: Tst es
nicht ein Jammer, daB ein so hervorragender Mann seine Kraft fiir so
véllig nutzlose Fragen einsetzt ?

Ich bertihre diese miBlichen Verhiltnisse um so licher, als sie in
der modernen Mathematik nichts Singulires sind, sondern in dhnlicher
Weise in den verschiedensten Kreisen bei den verschiedensten Anliissen
immer wieder hervortreten.

Die Hauptquelle liegt wohl in der groBen Ausdehnung, welche die
Wissenschaft je linger je mehr genommen hat. Der cinzelne Forscher
hat nicht mehr die Zeit — oder glaubt sie nicht mchr zu haben — sich
eine umfassende mathematische Bildung anzueignen. Er schafft Lieber
das, was er nétig hat, von Fall za Fall von sich aus durch besonderen
Ansatz und ist dabei mehr, als ihm bewuBt ist, von den Traditionen
der Schule, innerhalb deren er aufgewachsen ist, innerlich cingeengt.
Dartiber geht dann leider das BewuBtsein fiir dic Solidaritiit aller Arten
mathematischer Forschung verloren.

Im Falle der Vektoranalysis muB noch in Betracht gezogen werden,
daB das in Betracht kommende Gebiet durch die symbolischen Methoden
von Hamilton und GraBmann bereits, sozusagen, vorweg besetzt war,
Wer einmal an eine bestimmte Art von Formeln gewdhnt ist, entschliefit
sich nur schwer, das Wesen und die etwaigen Vorteile anderer Schreib-
weisen durchzudenken und gar zu deren Verbreitung beizutragen. Bei
der weiteren Entwicklung der einschligigen Literatur, die wir im fol-
genden allerdings nur streifen kénnen, hat sich dies nur zu schr be-
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stitigt. Infolgedessen erfolgt ein ganz unnétiger Krifteverbrauch:
dieselben Gedankenreihen werden immer wieder auf andere Weise neu
konstruiert. Und es entsteht ein Wirrsal, wie wenn ein FluB, welcher
der Schiffahrt die groBten Dienste leisten kénnte, sich ins Unbegrenzte
veristelt.

Eine wesentliche Absicht dieses Buches ist es, den hiermit an-
gedeuteten MiBstinden entgegenzuwirkent?).

§ 7. Von der Entwicklung der Vektorlehre in den
verschiedenen Lindern iiber Maxwells Treatise hinaus.

Die Entwicklung, von der hier die Rede sein soll, 1aBt sich kurz
dahin charakterisieren: daB sich aus den Auffassungsweisen der Phy-
siker und den GraBmannschen Ideen Kombinationen bilden, welche
bald mehr von der einen, bald von der anderen Seite beeinfluBt scheinen.

Wir haben hier in erster Linie von den Arbeiten von J. W. Gibbs
zu berichten, und da sonst in diesem Buch von amerikanischen Mathe-
matikern noch nicht die Rede war, so mégen wir ein wenig weiter
ausholen.

Es ist noch keine 50 Jahre her, dal Amerika an der Entwicklung
der reinen Mathematik sclbstéindigen Anteil nimmt. Einen ersten
Anfang dazu machte 1870 der Astronom Benjamin Peirce (der auch
als Lehrer vielfach anregend wirkte), indem er der National Academy
in Washington seine ,,Lincar Associative Algebra‘* vorlegte, in welcher
er die verschiedenen Moglichkeiten mehrgliedriger komplexer Zahlen
zu umgrenzen sucht. Auch der glinzende Aufschwung der theore-
tischen Astronomie in Amerika, wie er durch dic Namen Newcomb
und Hill belegt wird, geht auf seine Lehrtitigkeit zuriick. Immerhin
blieb Amerika noch lange Jahre cin Land fiir mathematischen Import,
sel es, daB die jungen Mathematiker von dort nach Europa kamen,
um bei uns zu lernen, sei es, dal man einzelne Mathematiker von uns
dorthin berief. AuBerordentlich wirksam war es insbesonders, daB

1) Im Zusammenhange hiermit ist die Schrift des Hollinders J. A. Schouten
(Grundlagen der Vektor- und Affinoranalysis, 1914) zu erwihnen. Indem sich
der Verfasser prinzipicll auf die allgemcine Auffassungsweise des Erlanger Pro-
gramms bezicht, unternimmt er es, den verschiedenen Entwicklungen der Hamil-
tonianer und GraSmannianer usw. je ihren besonderen Platz anzuweisen. Das
ist an sich genau, was hier gewiinscht wird, und es ist um so mehr zu begriiBen,
als der Verfasser durch genaue Betrachtung auch der GroBenverbindungen hheren
Grades weit iiber die von uns hier allein beriihrten Elemente der Theorie hinaus-
geht. Leider aber macht er bei der Durchfithrung nicht von den lingst feststehen-
den Prozessen der linearen Invariantentheorie, sondern von neu eingefithrten
Multiplikationszeichen ausgiebigen Gebrauch, in einem solchen MaBe, daB z. B. ich
fiir mich es unmdglich finde, ihm in die Einzelheiten zu folgen.
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18761883 Sylvester an der neu entstandenen John Hopkins Uni-
versitit in Baltimore wirkte. Er hat dort u. a. die erste der fithrenden
mathematischen Zeitschriften Amerikas, das ,,American Journal of
Mathematics' begriindet. Nehmen wir als weitere Daten, daB 1891
die New-Yorker Mathematische Gesellschaft entstand, die sich bald
zur ,,American Mathematical Society* erweiterte, daB mit der Welt-
ausstellung 1893 in Chikago u.a. auch ein Mathematischer KongreB
verbunden war?), und daB seit 1900 eigene ,,Transactions’ der Mathe-
matischen Gesellschaft erscheinen. In diesen Angaben schen wir als
Ergebnis einer systematischen Aneignung curopiischer Wissenschaft
einc immer weiter gehende Entwicklung zu mathematischer Selbst-
stiindigkeit, vermdge deren sich heute Amerika als gleichberechtigt
neben die dlteren Kulturnationen stellt.

Aber hiermit sind nur einige der nach auBlen hervortretenden Mo-
mente genannt. J. W. Gibbs, von dem ich hier insbesondere zu er-
zéhlen habe, hat sich daneben in stiller Zuriickgezogenheit entwickelt.
Von 1866—69 hat er in Europa studiert, insbesondere 1868—069 bei
Kirchhoff und Helmholtz in Heidelberg. Im iibrigen hat er scin ganzes
Leben (1839—1903) in seinem Heimatsstaat Connecticut verbracht.
Erst 1873 erschienen seine ersten beiden Verdffentlichungen (itber die
Diagramme der mechanischen Wirmetheorie), denen dann 1876 bzw.
1878 dic grofe Abhandlung ,,On the Equilibrium of Heterogeneous
Substances folgte, welche eine der Hauptgrundlagen der physika-
lischen Chemie werden sollte?). Uber Vektoranalysis hat Gibbs zuerst
1881 bzw. 1884 cinen Leitfaden fiir seine Studenten (an der Universitiit
New-Haven) erscheinen lassen, der spiter (1901) in erweciterter Form
von Wilson als Lehrbuch herausgegeben wurde. Kurz vor seinem
Tode hat Gibbs noch sein Werk tiber Statistische Mechanik (1902)
verdffentlicht. Alles, was Gibbs geschrieben hat, ist inncrlich aus-
gereift und in vortrefflicher Ordnung dargestellt. So kann ¢s nicht
wundernehmen, daf} er sich von vornherein zu der streng geglicderten
Logik der GraBmannschen Ausdehnungslehre hingezogen fiihlte. Es
hat ihn das in vielfache Diskussionen mit den Quaternionisten, in deren
Tradition er aufgewachsen war, gefiihrt3).

Gibbs’ Darstellung der Vektoranalysis, die weithin auf dic physi-
kalischen Kreise wirken sollte, 148t in der Tat den Begriff der (4 teiligen)
Quaternion ganz beiseite und operiert von vornherein mit dem Vektor
(des dreidimensionalen Raumes) als solchem. Er hat dabei der all-

1) Die Sammlung der dort vorgelegten Arbeiten enthilt noch vorwicgend
auswirtige, insbesondere deutsche Namen, Ich selbst hiclt damals die Vortrige,
welche 1894 unter dem Titel ,, The Evanston Colloquium* herausgegeben wor-
den sind. Vgl. F. Klein, Ges. Abh. Bd. 2, S. 5.

%) Sighe Bd. 1, S.242.

%) Vgl iiberall The Scientific Papers of J. Willard Gibbs, 2 Bde., London 1906.
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gemeinen linearen Vektorfunktion Hamiltons, also in unserer Aus-
drucksweise der allgemeinen Bilincarform X o, %, v, scine besondere
Aufmerksamkeit gewidmet. Es kann sein, daB eine solche Bilinear-
form in das Produkt zweier Linearfaktoren zerfallt: X b, x, - N ¢y yy.
Gibbs bezecichnet sic dann als Dyade. Es scheint ihm einfacher, zu-
niichst eine , Dyadenrechnung” zu begriinden und die allgemeine
Bilinearform, die er daraufhin ,Dyadic* nennt, als Sumine verschie-
dener Dyaden zu fassen. Offenbar entspricht der Dyade eine solche
Bilinearform, bei der simtliche Unterdeterminanten der Matrix

verschwinden. Ich kann die Sache nicht weiter ausfithren.

Mit der Form, welche die Vektoranalysis bei Gibbs genommen hat,
stimmen im wesentlichen die Ausfihrungen von Heaviside in Eng-
land?). Heaviside ist den Physikern als ciner der crsten bekannt,
welche Maxwells elektromagnetische Theorie auf zahlreiche Einzel-
probleme erfolgreich anwandte; w. a. finden sich bei ihm zum ersten
Male die nach Maxwell benannten Differentialgleichungen des elektro-
magnetischen TFeldes, dic Maxwell selbst nur mit Worten umschricben
hatte, explizite hingeschricben, Von Hause aus Telegrapheningenicur,
dann als Privatmann lebend, ist Heaviside nie von des Verstandes
Blisse angekriinkelt gewesen, sondern hat, wo er Gelegenheit zu haben
glaubte, den gesunden Menschenverstand mit Humor hervorgekehrt.
So sind denn gerade seine Ausfithrungen iiber Vektoranalysis mit den
eingestreuten polemischen Erdrterungen sehr amiisant zu lesen.

An Heaviside wicder kniipft dic erste selbstindige Darstellung,
welche die Vektorlehre in Deutschland gefunden hat, an. Das ist
A. Foppls ,,Geometrie der Wirbelfelder (1897), cine Ausfithrung zu
den kiirzer gefaliten bez. Darlegungen in dessclben Autors |, Einleitung
in die Maxwellsche Theorie™ (1894). Aus diesen beiden Versffent-
lichungen ist spiiter die von Abraham bearbeitete zweibindige ,, Theoric
der Elcktrizitiit” entstanden, die jetzt eines der verbreitetsten Lehr-
biicher dicses Gebietes ist. Zugleich ist die Vektoranalysis in der einen
oder anderen Form in fast alle Lehrbiicher der mathematischen Physik
oder Mcchanik eingedrungen.  Danchen sind kleinere Kompendien
ad hoc in grolerer Zahl entstanden; ich nenne hier in alphabetischer
Reihenfolge Bucherer, Gaul, Jahnke, Ignatowski, Valentiner®). Um-

1) Vgl insbesondere Heaviside, Electromagnetic Theory (1804), Bd. 1, S. 132
bis 305: ,,Elements of vectorial algebra and analysis,

%) Das Buch von Budde: Tensoren und Dyaden im dreidimensionalen. Raum,
1913, hat mehr monographischen Charakter.
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fangreicher ist das neu erschienene, fiir Techniker bestimmte Lehr-
buch von Spielrein,

Es kann nicht meine Aufgabe sein, diese einzelnen Darstellungen
zu besprechen. Aber hervorgehoben muf werden, daB in ihnen mehr
oder minder die Vektorlehre als etwas aufgefaBt wird, was der tradi-

.tionellen analytischen Geometrie, d.h. der Koordinatengeometrie,

entgegengesetzt ist und unabhingig von ihr entwickelt werden muB,
vielleicht gar als Grundlage der Koordinatengeometrie zu betrachten
ist. Das ist also genau das Gegenteil von der invariantentheoretischen
Behandlung der Geometrie, die wir hier vertreten haben und die den
Gebrauch der Koordinaten durch das Intermedium der Substitutions-
gruppe mit der Beweglichkeit unserer Raumanschauung verbindet.
Der Gegensatz, um den es sich handelt, ist in England cntstanden,
wo der ,,poor old Cartesian with his axes’ in den polemischen Dar-
legungen eine stehende Rolle spielt?).

Wir haben nun noch von den Italienern zun sprechen, Man konnte
von vornherein voraussetzen, daB die GraBmannschen Doktrinen,
sobald sie erst bekannt geworden waren, bei ithnen eine gute Aufnahme
finden muBten, insofern der Sinn fiir geometrische Darstellungsweise
wie fir logische Gliederung in Italien beide sehr allgemein verbreitet
sind. So veréffentlicht denn schon 1888 Peano in Turin cin beachtens-
wertes Lehrbuch: ,,Calcolo geometrico secondo I’ Ausdehnungslehre di
H. Grassmann, proceduto delle operazioni della logica deduttiva.”

Von der ,logica deduttiva“, welche die aus der Vicldeutigkeit un-
serer gewdhnlichen Sprache entstehenden Unsicherheiten durch Tin-
fihrung bestimmter Formelzeichen fiir dic verschiedenen Arten lo-
gischer Verkniipfung beseitigen will, werden wir in einem spitteren
Abschnitt dieser Darstellung zu handeln haben?). Hier seinur bemerkt,
daB sich Peano in seinem Buche auf den Raum von 3 Dimensionen
beschrinkt und den Physikern so weit entgegenkommt, dal} er die
Bezeichnungen Vektor usw. aufnimmt.

Aus der Peanoschen Schule sind dann insbesondere die beiden
heutigen Vorkiimpfer der Vektorlehre in Italien hervorgegangen:
Burali Forti (in Turin) und Marcolongo (in Neapel). Ihnen ver-
danken wir an Lehrbiichern u. a. die beiden 1909 erschiencnen Werke::
die ,Elementi di calcolo vettoriale con numerose applicazioni alla
geomeiria, alla mechanica ¢ alla fisica matematica’ und die »Omografie

!) Urspriinglich bei Sir Robert Ball 1887 in sciner amtisanten Rede fiber die
Bedeutung der Schraubentheorie fiir die Mechanik starrer Korper (British
Association, Manchestcr}. Merlcwtirdig, daB die Herren, welche dic Achsen ver-
pénen, trotzdem dem Koordinatenanfangspunkt eine bevorzugte Stellung be-
lassen. ‘

% Klein hat diesen Abschnitt nicht mehr vollenden kénnen. (EL)
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vettoriale™ (unsere Affinoren). Die beiden Verdffentlichungen sind
neverdings (1912/13) in einer zusammenfassenden franzésischen Uber-
sctzung als |, Analyse vectorielle générale’ erschienen?),

Erlduterungen zum ersten Kapitel.

1. S.3: ,,unimodular’ — d. h. mit der Substitutionsdeterminante
$;5| = 1. Setzt man nur|s,, ! == 0 voraus, so ist cs aus arithmetischen
Griinden zweckmiBig, den Invariantenbegriff zu verallgemeinern; man
sicht als Invarianten alle Polynome J (x, ..., x,) an, die vermoge (1)
die Bedingung erfiillen:

T, ooy ) =7 (%, ..., x) s | (p =0, ganz).

Nur fiir == 1 erhilt man also dic niichstliegende Invarianten-
definition J (x) = J (#'). Entsprechend verfihrt man bei Kovarianten
und Simuitaninvarianten. Deutet man dic (x), (#') als kartesische
Punktkoordinaten im n-dimensionalen Raum und betrachtet (1) als
Punkttransformation in ihm, so ist insbesondere jeder Rauminhalt eines
n-dimensionalen Quaders als Funktion des Koordinaten seiner Ecken
eine Simultaninvariante von (1) (vgl. § 3); cr multipliziert sich ver-
mége (1) mit |s,, |, bleibt also nur fiir |s,, | = 1 ungeindert. Daher
nennt man die unimodularen Substitutionen auch | inhaltstreue’ (vgl.
W. Blaschke, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie 11, Berlin 192 ).

2. 5.4,Z. 20. Dicse Uberlegung ist keineswegs cin cinmaliger Kunst-
griff; viclmehr ist die Methode, Formen #-ten Grades mit #-ten Potenzen
von Lincarform zu vergleichen, eine der wichtigsten der Theorie: sie
fihrt zumn symbolischen Kalkidl (vgl. Weitzenbock L e, S. 2). Die Text-
behauptung sei deshalb genaver erliutert.

S sei die durch (1) induzierte allgemeine Substitutionsmatrix
der ayy.

Si

)

Sy Siy (A,’-——n(" - 1))
L] T2
le.. -SNN

T sei die Substitutionsmatrix der 2, 1, wenn man die (1) kontragredient
zu dem (%) substituiert; zu beweisen ist S = T

Zu diesem Zwueck beachte man, dal sich die #,u, auller nach T
jedenfalls auch nach S substituieren; sie sind ja cins der moglichen
Systeme a;;,. Man hat also w; == T (11 2}) = S (u ). Durch Sub-
traktion cerhiilt man daraus N Gleichungen der Form

0= (Sy, — T) 1y * + (Sy, — 1) w1y (Sy, — T,) 12
'P‘""{-(SLN_TL\')'H‘Z& ( b= _,...,]\7)

!) Inzwischen erschienen: Marcolongo: Relativitd, Messina 1023. Vgl. auch
Anmerkung 1 zom 3, Kapitel. (H.)
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Wire nicht S = T, so gibe es unter diesen Gleichungen eine, in der
nicht alle Koeffizienten der u; u;, verschwinden; das wire in der Tat
eine lineare Beziehung zwischen den 1; #,,; also eine quadratische Glei-
chung in den #; selbst, im Widerspruch dazu, daB die u; unabhingig
veranderlich sein sollen.

3. S.7,Z.4: Wenn also sechs Zahlen Pi2s - - . Pyq die Gleichung
P = ( erfiillen, so gibt es immer acht Zahlen Xys oo Xy, V4o o vy Yy, SO
daBl pyp = %, ¥, — %,9, usw. Beweis siche Anmerkung 5.

4. S.10, Z. 4: Ein Verfahren, das sowohl in der Invarianten-
theorie als insbesondere auch in der Geometrie sehr wirksam ist. Aus
der Linearitit und Homogenitdt der Substitutionen, die dic Kompo-
nenten eines Komplexes erleiden, folgt nimlich:

a) Ein Komplex verschwindet identisch (d. h. seine simtlichen Kom-
ponenten sind in jedem Koordinatensystem Null), wenn seine Kom-
ponenten in irgendeinem Koordinatensystem Null sind.

b) Addiert man kogrediente Komplexe nach der Regel der Ma-
trizenaddition, so ist die Summe ein den Summanden kogredienter
Komplex, man ,,darf also Komplexe addieren; analog ,,darf man
Komplexe mit Konstanten bzw. Invarianten multiplizieren.

Aus a) und b) ergibt sich: Haben zwei kogrediente Komplexe in einem
speziellen Koordinatensystem S, gleiche Komponenten, so in jedem;
denn dann hat die Differenz der beiden Komplexe in S, verschwindende
Komponenten, also verschwindet sie identisch. Die Komplexe sind
gleich.

Wie im Text kommt cs daher, um Gleichungen zwischen Komplexen
aufzustellen, immer darauf an, ein Koordinatensystem zugrunde-
zulegen, in dem die Komplexkomponenten méglichst einfache Werte
haben,

5. 5.10, Z. 15: Hieraus folgt der Beweis der in Anmerkung 3 for-
mulierten Behauptung:

Die p;; stellen eine Gerade dar, wenn sie nicht alle Null sind; die
Zahlen #, ..., v, ...y, missen die homogenen Koordinaten zweier
Punkte dieser Geraden sein. Diese Punkie miissen sich auf der Geraden
noch verschieben lassen; man wird sie zweckmiBig auf zwei Koordi-
natenebenen wihlen. Setzen wir an % =0, y, = 0, dann hat man die
Gleichungen zu erfiillen:

Dra= %y, Das = — %3,
P13 = %,¥3 Paa = — %9,
P1a = %1y, Dag = %3y, — Xy V.

Nehmen wir $,, 5= 0 an (sonst hitte man andere Koordinatenchenen
auszeichnen miissen). Setzen wir #; == 1, so bestimmen sich die noch
freien vy, vy, y4, %, %, eindeutig und endlich aus den ersten fiinf Glei-
chungen. Die letzte ist wegen P = 0 von selbst erfiillt,
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Verschwinden alle p,,,, so laBt sich die Forderung ,;, = %9, — %y,
offenbar bei willktrlichen x; und mit willkiirlichem » durch y,; = VX,
erfiillen.

6. 5.15, Z.16 v. u.: Nach dem in Anmerkung 4 erklirten Prinzip
folgt daraus der Satz fiir » = 4 allgemein, wenn man zeigt, daB die
Ausdriicke D, D", ... Invarianten sind; dies ist mit Hilfe des
Determinantenmultiplikationssatzes leicht nachzurechnen.

7. 5.15, Z. 5 v. u.: ,,Zugrundelegung — d. h. unter Beschriankung
auf Substitutionen, die dieses f unverindert lassen.

8. S.21, Z.1: , Kontinuititsgedanke'*. — Hierauf griindet sich
das ,,Hesse-Kleinsche Ubertragungsprinzip. Man deutet die Koeffi-
zienten ciner Form bzw. die Komponenten eines Komplexes als Kaor-
dinaten in einem neuen Raum, dem , Formenraum'. Jeder Punkt-
transformation des urspriinglichen Raumes entspricht dann eine Punkt-
transformation des Formenraumes. So erhalten die ,induzierten
Substitutionen ein geometrisches Bild. Eine erfolgreiche Anwendung
des Verfahrens macht z. B. dic Arbeit von P. J. Myrberg: Unter-
suchungen {iber die automorphen Funktionen belichig vicler Variabeln,
Acta math. 46, S. 215—336. 1025,

9. S.23, Z. 9: Dic Unterscheidung vonsymmetrischen und anti-
symmetrischen Komplexen ist grundlegend.  Es zeigt sich, daB
die lincaren GréBen allgemeinster Art sich additiv, und zwar im all-
gemeinen eindeutig zusammensetzen lassen aus symmetrischen, alternie-
renden und anderen Komplexen, die durch gewisse allgemeinere Permu-
tationsregeln gekennzeichnet sind; alle diese Regeln sind wirkliche
Eigenschajten  der Komplexe, unabhingig vom Koordinatensystem.
Vgl B.v. d. Waerden: Identititen der Invariantentheorie. Math. Ann,
05, 1926.

10. 5. 27: Klein hatte fiir den TFormalismus geometrischer Dar-
stellung und Rechnung lebhaftes Interesse, und gewisse Polemiken iiber
den Wert der projektiven Geometrie, iiber das Erlanger Programm,
iiber die vektoriclle Schreibweise und ihnliches kehren in scinen
Schriften und Vorlesungen mehrfach wieder.

Der Herausgeber glaubt, das meiste hiervon in diesem Buch um so
mehr unterdriicken zu diirfen, als die formale Entwicklung der Rela-
tivititstheoric und Differentialgeometric den Zustand, den Klein vor
Augen hatte, tiberschritten hat.

Tfortgelassen ist in diesem Abschnitt der SchluBparagraph des
Manuskripts: ,,§ 8. Moderne Versuche zur Vereinheitlichung der Vektor-
bezeichnungen.” Stark gekiirzt sind §§ 1, 2. § 8 folgte urspriinglich auf
§ 6. Diese Anordnung war wohl nur in der zwangloscren Form der Vor-
lesung gerechtfertigt, aus der dieses Buch erwachsen ist. '

11. S.35: Zu §§4,5. Seit dem Durchdringen der allgemeinen Re-
lativititstheoric hat sich der Sprachgebrauch gedindert, weil durch sie
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der Riccikalkiil stirkere Beachtung gefunden hat als vorher; die Be-
gritfe Vekior, Tensor usw. bleiben nicht mehr anf die orthogonale Gruppe
beschréinkt, sondern werden durch den Riccikalkiil in die Differential-
geomelrie der allgemeinen Punkitransjormationen cingefiihrt. Auch die
Art, wie in §§4,5 Invarianten, Vektoren und Tensoren berechnet
werden, lifit sich vom Riccikalkiil her leichter iiberschen. Vgl An-
merkung 1 zum dritten Kapitel.

12, S, 38, Z. 31: Herleitung: A,, ist kontragredient zu
XiVi— ¥ % = p;,. Da nach S. 15 Formel (18") X p%, invariant ist,
substituicren sich die p,,, orthogonal. Daher ist nach der SchluBweise
S. 36 2;;, auch kogredient zu Pir» 2 A und A sind in der Tat In-
-arianten, und die 2,, substituicren sich orthogonal.

Zweites Kapitel.

- Die spezielle Relativititstheorie
in Mechanik und mathematischer Physik.

Es wird sich nunmehr um die Anwendung handeln, welche sich den
einfachen im vorigen Kapitcl auseinandergesctzten Theorien neuerdings
in Mechanik und mathematischer Physik erschlossen hat. Wir werden
dabei dem herrschenden Sprachgebrauch der Physiker dic Konzession
machen, dafl wir durchweg nicht mehr von der Invariantentheoric
relativ zu einer vorgelegten Gruppe lineaver (spiter auch nichtlincarcr)
Substitutionen, sondern von der Relativitiitstheorie einer Gruppe reden.,
In der Tat ist, wenn man den Dingen auf den Grund geht, das Wort
»Relativititstheorie” immer mit Riicksicht auf eine vorgelegte Gruppe
zu verstehen und s liegt nur an der Ungenauigkeit unserer Sprache,
wenn sich daneben, auch bei hervorragenden Autoren, innmer wicder
gelegentlich die Auffassung geltend macht, als handele es sich schlecht-
weg darum, Bewegung als ctwas |, Relatives' aufzufassen.

Ehe wir uns dem Hauptgegenstand  dicses Kapitels, der Re-
lativitiitstheorie dey Lorentagruppe, zuwenden, miissen wir lernen, wie in
der klassischen Mechanik (insbesondere  der Himmelsmechanik, die
man als den Anfang aller mathematischen Physik anzuschen hat), von
jeher, d. h. seit ihrer Begriindung durch Galilei und Newton, in ent-
sprechender Weise eine ausgeartete Form der Lorentzgruppe zur Gel-
tung gekommen ist. Selbstverstindlich urspriinglich so, dall man sich
dessen nicht bewuBt war. Urn so reizvoller ist es, gewisse Hauptsitze
der Himmelsmechanik nun hinterher entsprechend den uns geliufigen
gruppentheoretischen Gesichtspunkten zu ordnen,
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A. Die klassische Himmelsmechanik und die
Relativitéitstheorie der Galilei-Newton-Gruppe.

§ 1. Definition und Bedeutung der Gruppe, von den
Differentialgleichungen des n-Kérperproblems aus.

Wir wollen hier nicht mit allgemeinen Erérterungen iiber das Trig-
heitsgesetz (aufgestellt von Galilei um 1602) oder mit Newtons all-
gemeiner Gravitation (Philosophiac naturalis principia mathematica,
1687) beginnen, sondern gleich in medias res treten. Die Differential-
gleichungen des #-Korperproblems, wie man sie heute in allen Lehr-
biichern findet, lauten:

n
By= xzk‘i\_; ", ’.”fy{ L:."f?

n
. LY s .
I. Y= P S iy, y,l»_w,_%, (Z =1, .. . n) .

k=1 t

n
“ \ 7 Ly —— I,
=2 Mgy BT
Zp=at 2wt
k=1 k

Hier ist %2 die sogenannte Gravitationskonstante:
%% = 6,675-10~8 [cm? gr-! sec—?].

An diese Gleichungen gchen wir sofort mit der Frage heran, bei
welchen linearen Substitutionen der Verinderlichen X, ¥, z, | sie un-
gedindert bleiben.

Am nichsten liegt es fiir den Physiker viclleicht, mit sogenannten
Dimensionsbetrachtungen zu beginnen. Dic Gleichungen T bleiben bei
der , Ahnlichkeitstransformation'*:

(1) =A%, vi=Ay;, =%z, =3¢

ungedndert und jedermann sicht, wie diese bei dem sogenannten
3. Keplerschen Gesetze (,,die Quadrate der Umlaufszeiten verhalten
sich wie die Kuben der halben grofien Achsen®) durchleuchtet. In-
dessen zeigt sich, daB gerade dicser Ansatz (1) spiter nicht ver-
allgemeinerungsfihig ist, und so mag er, so bedauerlich das erscheinen
mag, weiterhin beiscite bleiben.

Ferner aber bleiben unsere Gleichungen ersichtlich ungeiindert ;

a) bei ciner belicbigen Parallelverschicbung des (%, y, z)-Systems:

2) Mi=xit b, Y=yt b, =4,

b) bei seinen ,,Drehungen um den Koordinatenanfangspunkt® oder
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auch seinen ,,Umlegungen bei festgehaltenem O, d. h. bei den ortho-
gonalen Substitutionen:
X=X+ By Yy +y1 2
3) Yi= oty %+ By 9 e
Z=ag %+ By ¥+ sz
von der Determinante -+ 1 oder — 1.

c) weiterhin aber bei Substitutionen, welche # enthalten, niimlich
bei der trivialen Operation:

(4) to= 47 '54
und bei den Substitutionen:
(5) Tp= Kt e t, Yi==yihept, =z &yt

welche eine mit der Zeit gleichférmig fortschreitende Parallelverschie-
bung des Koordinatensystems der %, ¥, z bedeuten (wihrend bei den
Anderungen (2), (3) die Zeit tiberhaupt nicht beteiligt ist; unsere
Sprache ist wieder zu unbeholfen, um den hier vorliegenden prinzi-
piellen Gegensatz mit einem kurzen Wort klar zu bezeichnen).

Hier geben die Formeln (2) und (3) (deren jede 3 unabhingige
Parameter enthilt) zusammen diejenige G4, welche man neucrdings
wohl als euklidische Gruppe bezeichnet, d. h. die Gesamtheit der kon-
gruenten Uminderungen des (x, v, z)-Systems. Durch dic Operationen
(4) und (5) wird sie zu ciner G, erweitert, und diese G, ist es, welche
man die Galilei-Newton-Gruppe nennt. Indem man festhilt, daB dic

a Py
ay fa Ve
wy Py 7
eine orthogonale Matrix bilden sollen, wird sie durch das Formelsystem
gegeben sein:
K=oy xh Byt e 4§
Vi =ty Xyt By Vit a2 el &y
G o=y Xyt Py it ya it eyl &
o= kg
Die innere Bedeutung dieser zehngliedrigen Gruppe aber wollen
wir gleich in die Worte fassen, dafB3 man aus der klassischen Himmels-
mechanik (die in den Gleichungen I ihren reinsten Ausdruck findet),
nur solche Eigenschaften des Sonnensystems gewinnen kann, welche
relativ zur Gruppe invaviant sind. Dies ist, was die euklidische Gruppe
(2) (8) angeht, kaum je als eine besondere Erkenntnis empfunden
worden.  Mehr Interesse haben immer die Substitutionen (4) und (5)

II.
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gefunden. Dafl man bei ¢ das Vorzeichen umkehren darf, hat man als
»Reversibilitiat der Bewegungen bezeichnet: ich darf Vergangenheit
und Zukunft wvertauschen; denke ich mir in einem Moment alle
Geschwindigkeiten umgekehrt, so lauft die Bewegung genau so riick-
wirts, wie sie vorher vorangeschritten war. An die Substitutionen (5)
hat man vielfach die Aussage gekniipft, daB der , Schwerpunkt des
Sonnensystems mit unbekannter Geschwindigkeit in unbekannter
Richtung gleichférmig fortschreite’’. Uber gleichfsrmige Translation
148t sich eben infolge der Substitutionen (5) keinerlei absolute Angabe
machen,

Ganz anders ist es mit gleichférmiger Rotation. Orthogonale
Transformationen wie diese:

¥ =xcosy+4 ysiny, y =-—x-siny -+ y-cosy,

wo y mit ¢ proportional wire, kommen eben in unserer Gruppe nicht vor.

Ich erértere noch beiliufig einen anderen Punkt. Man bezeichnet
die Kraftwirkung der Gravitation gemiB I oft als , Fernwirkung®,
im Gegensatz zu einer durch das rdumliche Medium vermittelten
Nahwirkung. Es heiBt dies wirklich, die duBere Darstellungsform {iiber-
schitzen. Schreibe ich etwa (um mich hier kiirzer ausdriicken zu kénnen)

statt I:

au
~ usw.,

m[xizz—ax‘

so 1aBt sich jeder Term der hier auftretenden potentiellen Energie
mem
©) ==t 25
als ,,Grundldsung’* einer partiellen Differentialgleichung 4 = 0 inter-
pretieren. Indem wir die partielle Differentialgleichung heranzichen,
sind wir im Bereich der Nahewirkungstheorien. Nicht ein Wechsel in
der logischen Grundlage, sondern in den psychologischen Begleit-
vorstellungen hat stattgefunden. Das kann fir bestimmte Zwecke,
z. B. fiir den Experimentator oder den konstruierenden Techniker sehr
férderlich sein, aber im abstrakt mathematischen Sinne ist nichts
gedindert. -

Als wesentlich fiir die Gleichungen I werden wir vielmehr an-
sehen, daB in ihnen das ¢ nicht explizite auftritt, daB bei ihnen die
Gravitation als ,,Instantanwirkung®, die nur von der augenblicklichen
Konstellation des Systems abhingt, nicht als ,retardierte Wirkung*
erscheint. Das ist ein Gegensatz, auf den wir in der Folge wiederholt
zurfickkommen werden.

Die Variable ¢ spielt ja auch ersichtlich bei der Galilei-Newton-
Gruppe II ihre besondere Rolle. Wir wollen der Anschaulichlkeit
wegen ¥, ¥, z, $ als Punktkoordinaten eines vierfach ausgedehnten Raumes




$
o

56 2. Kap. Spezielle Relativititstheorie in Mechanik und Physik.

interpretieren; in ihm liegt ,,tibereinander geschichtet’ die einfach
unendliche Schar der dreidimensionalen Riume ¢ — const. Wir wollen
ferner die Substitutionen unserer Gruppe nicht mehr als Wechsel des
Koordinatensystems im Raum deuten, sondern als Transformationen
des Raumes in sich bei festgehaltenem Koordinatensystem. Es ist
dann freilich méglich, jeden Punkt %, ¥, 2t in jeden anderen A,
3,2t iberzufithren, aber die Mannigfaltigkeiten # = const ver-
tauschen sich dabei untereinander nur wie dic Blitter eines Buches
bei umgednderter (eventuell auch invertierter) Paginicrung. Die Gruppe
ist transitiv, aber sic ist nicht primitiv. Dadurch bekommt die Geometrie
unseres Raumes cinen besonderen Charakter, Bei allen Transforma-
tionen bleibt (f, — 4,)2 ungeiindert. Ist es insbesondere von Anfang
an 0, so bleibt es 0: dey Begriff dey Gleichzeitigheit zweier Punkte ist dey
Gruppe gegeniiber etwas Absolutes.

Diese cinfachen Verhiltnisse werden hier selbstverstindlich nur be-
sprochen, um auf die davon abweichenden Bezichungen bei der Lorentz-
gruppe vorzubereiten. Im tibrigen hat dic Sonderstellung, welche der
Variablen ¢ bei der Galilei-Newton-Gruppe zukommt, auf die geschicht-
liche Entwicklung der Mechanik entschicden hemmend  cingewirkt,
Trotzdem bereits Lagrange die Mechanik als cine Geometrie von 4 Di-
mensionen bezeichnete, hat man von dieser Auffassung erst neuerdings
wirklichen Gebrauch gemacht. Alle dlteren Autoren hatten immer nur
die Euklidische Gruppe vor Augen und brachten die Transformationen (4)
und (5), obwohl sic sie natiirlich kannten, nicht mit ihr in Zusammen-
hang. So ist es mir selbst gegangen, als ich mein Erlanger Programm
schrieb. Ich erinnere mich deutlich, daf} ich die Bemerkung von La-
grange nicht etwa tibersehen hatte, aber glaubte, sic in mein Gruppen-
prinzip nicht einordnen zu konnen?). Erst das Hervorkommen der
Lorentzgruppe hat die Mathematiker auf cine richtigere Einschiitzung
der Galilei-Newton-Gruppe gefiihrt. Eine hichst merkwiirdige Sache,
die wir uns nun noch an einem besonderen Beispicl klurmachen wollen.

§ 2. Von den 10 allgemeinen Integralen
des %-Kérperproblems der klassischen Mechanik.

In Jacobis Vorlesungen iiber Dynamik (gehalten 1842438 in Ko-
nigsberg, he rausgegeben von Clebsch 1866, Werke, Supplementband,

Berlin 1884) — auf die ich mich hier beziche, weil sic das Vorbild
der meisten modernen Darstellungen sind, — werden dic bekannten
—_—

1) Ich hatte friiher immer, wenn ich mich reeht erinnere, von der (an sich
glinzlich trivialen) Substitution # == + & abgesehen, wodurch dann fitr mich
der Eindruck entstand, daB es sich im'Raume der x, ¥, &t um cine nicht-transitive
Gruppe handele! Mit diesér lieB sich dann freilich keine eigentliche Geometric
des Sy machen, :
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10 allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen I in der Reihen-
folge abgeleitet, daB zuerst von der Erhaltung der Bewegung des
Schwerpunktes, dann vom Prinzip der lebendigen Kraft, endlich von
der Erhaltung der Flichenriume die Rede ist.

Wir haben also zunichst die 3 ersten Schwerpunktsintegrale (die
»Impulssiitze™), die ich so schreibe

(7 Xomkp= Ay, Sm; ;= 4,, 2m 2= Ay,
aus denen sich durch unmittelbare Integration die 3 zweiten Schwer-
punktssiitze ableiten:

®) Ymm; = At + By, Ny, = Agt ++ By, Mm;z; = Ast + B,
Sodann den Satz von der Erhaltung der Energie:

(9) THU=h

< wo T = ; Sy (R 92 und U= —f2 ZW%:}“ ) .

Endlich die 3 Flichensitze, die ich cbenfalls ausfithrlich hinschreibe:
Sm (Vg —z ) = Coo Nm(z,5,— %,2)=C

S (% =y k) = Cy.

29

(10)

Die Ableitung dieser Sitze geschicht bei Jacobi nur zum Teil in
modernem: Sinn- systematisch, niimlich bei den Gleichungen (7) und
(10), bei denen dic iwjinilesimalen  Transformationen herangezogen
werden, welche die cuklidische Gruppe enthalt. Indem ich mit dem
Buchstaben ¢ immer unendlich kleine Zuwiichse bzw. unendlich kleine
Konstante bezeichne, habe ich zuniichst die infinitesimalen Verschic-
bungen

dx = 0&), by = d&, Sz = 0&,
sodann die infinitesimalen Drehungen

Oy== z:dp | dz= x.§y dx== y.§p

Gz==—y-dp | dx==—z-0y dy=—ux-0yp.

Diese infinitesimalen Inkremente der Koordinaten trigt nun Jacobi
in den Satz ftr dic virtuellen Verriickungen cin, und gewinnt chen
dadurch die Gleichungen (7) und (10). Die Gleichungen (8) und (9)
werden darauf, was natiirlich ganz cinfach ist, durch formale Integra-
tion gewonnen, wodurch sie aber unverbunden, als isolierte Tatsachen,
neben (7) und (10) stehen.

Demgegeniiber hat die Betrachtung der Lorentzgruppe den prin-
zipiell wichtigen Fortschritt ergeben, daB die Energicgleichung 9)
den ersten Schwerpunktssiitzen angereiht werden muB, die zweiten
Schwerpunktssiitze (8) aber den Flichensitzen?), entsprechend den

1) Vgl. dic Angabe bei Herglotz, Ann. d. Phys. (4, Bd. 36, 1611, S. 512—513
(Uber die Mechanik des deformierbaren Korpers usw.).
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infinitesimalen Transformationen, welche die Galilei-Newton-Gruppe
tiber die Euklidische Gruppe hinaus enthélt. Und zwar hat man das
Integral der lebendigen Kraft mit der infinitesimalen Transformation
zu koordinieren

die zweiten Schwerpunktssitze aber den folgenden drei:
dx =120, 6y =108, 6z=1J¢,

In direkter Weise ist dies auf meinen Wunsch neuerdings von Engel
durchgefithrt worden?). Es ist aber leider unmaglich, den Engelschen
Ansatz hier zu reproduzieren, weil dazu ein lingerer Exkurs tiber dic
Lieschen Integrationstheorien solcher Differentialgleichungssysteme,
welche eine bestimmte kontinuierliche Gruppe von Transformationen
zulassen, notwendig sein wiirde. Wir miissen uns in der gegenwirtigen
Darstellung darauf beschrinken: 1. weiter unten nachzuweisen, daf}
sich die in Rede stehende Auffassung in der Tat ergibt, wenn man dic
Galilei-Newton-Gruppe als einen Grenzfall der Lorentzgruppe betrachtet,
2. hier nachzuweisen, daB gemiB den Substitutionen (5) in der Tat cin
Zusammenhang zwischen den Flichensitzen und den zweiten Schwer-
punktssitzen besteht.

Was zunichst die lebendige Kraft angeht, so hat bereits Ignaz
Schiitz den betreffenden Zusammenhang in einer merkwiirdigen Note
in den Gottinger Nachrichten von 1897 (die den Titel trigt: Prinzip
der absoluten Erhaltung der Energie) dargelegt. Setzt man in die
Formel

v S+ 5+ i)+ U=

fiir x, y, 2 bzw. x -+ g1, ¥ -+ ¢, 2 + &t und verlangt, daB die neue
Summe

& I e Gk e Gt ) - U
bei beliebigem &, e, &, ebenfalls konstant sei, so stehen darin von
selbst die drei ersten Schwerpunktssitze (Impulssitze)
Smgi =4, ...,
Denselben Ansatz machen wir jetzt bei den Flichensitzen:
2my(yik;— 2;9;) = C, usw.
Wir erhalten dann linker Hand als Zusatzglieder:
ey (XY —t Iy ) — eo( Sz —t Smyiy, ...,

Wir verlangen wieder, da8 trotzdem die linken Seiten Konstanten

1) Gott. Nachr. 1916, H. 2.
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gleich sein sollen (wie auch dic &, &, e gewilhlt sein mégen). Dies
gibt Gleichungen von der Form:.

S R .

Swmxg ==t Smx; -+ B,

und wenn wir hier noch {ir mx,, .... ihre Werte aus den ersten
Schwerpunktssitzen eintragen, haben wir dic zweiten Schwerpunkts-
siltze, was zu bewelsen war.

Der Fortschritt iiber die Jacobische Darstellung hinaus ist unver-
kennbar. Man kommt zu der Forderung: Jemand mége nun iiberhaupt
cine systematische Invariantentheorie (Relativititstheorie) der Galilei-
Newton-Gruppe ausarbeiten, wie wir dies fiir die homogence orthogonale
Gruppe gelegentlich der Burkhardtschen Arbeit auseinandersetzten
(Kap. I B, §6). Darin wiirde cingeschlossen sein, was u.a. Study
und Weitzenbock fiir die Euklidische Gruppe geleistet haben?),
Nicmand wird natiirlich erwarten, dafl dadurch die praktische Behand-
lung des n-Korperproblems I irgend geiindert werden wiirde.  Aber
viclleicht bekitme man einen verbesserten Einblick in die innere Zweck-
mitBigkeit der elementaren Ansiitze betr. Variablenwahl usw., wie man
sic dem natiirlichen Gefthl folgend von jeher getroffen hat.

B. Die Maxwellsche Elektrodynamik
und die Relativitdtstheorie der Lorentzgruppe.

Wie oben unter A werden wir wicder statt sonstiger, weiter aus-
greifender Uberlegungen cin System einfachster Differentialgleichungen
an die Spitze stellen und nach den linecaren Substitutionen der vor-
kommenden Variablen fragen, bei denen es ungeiindert bleibt,  Uber-
haupt werden unsere Ubcerlegungen — auch die historischen Exlkurse,
die wir cinflechten — wesentlich mathematischer Art sein und
von der Bezichung aul die Physik nur Richtung und Interesse be-
kommen, Vielleicht, dall die so entstehende in sich geschlossene Dar-
stetlung wegen der Einheitlichkeit des Gedankenganges gerade auch
fitr den Physiker Tnteresse hat.

I. Einleitendes.

§ 1. Die Maxwellschen Gleichungen fiir den freien Ather.

Von Maxwell selbst ist schon in Bd. 1, Kap. V ausftihrlich die Rede
gewesen und es ist dort insbesondere schon gezeigt worden, daB die

1) Study, E.: Geometrie der Dynamen, Leipzig 1803, — Weitzenbéck, R.:
Uber Bewegungsinvarianten, Wiener Sitzungsberichie 10134f.
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Maxwellschen Gleichungen fiir den freien Ather — welche Ausgangs-
punkt und Grundlage fiir die gesamten Entwicklungen unseres neuen
Kapitels sein sollen — in mathematischer Hinsicht mit den Gleichungen
tbercinstimmen, welche Mac Cullagh 1839 fiir das von ihm erdachte
optische Medium, sofern wir dieses isotrop nehmen, aufgestellt hat.
Wir schreiben die Gleichungen hier gleich in der Form hin, dic ihnen
Heaviside und Hertz erteilt haben,

Heaviside bedient sich der vektoriellen Schreibweise. Die beiden
Vektorfelder, deren Triger der Ather ist: der elektrische Vektor F 1
und der magnetische Vektor A nach Maxwells Bezeichnung®), sind
dann durch folgende Gleichungen verbunden :

a) i‘ =curl H b) I([ =-—curl I,
zu denen, mit ihnen vertriiglich, noch die beiden Divcx'g(‘nzbcdingungen
treten

a) divE=0 b) divH =0,

Hertz macht von der ausfiihrlichen Schreibweise in Komponenten
Gebrauch, woran wir uns hier mit Riicksicht auf djo durchzuftihrenden
Einzelrechnungen anschliefen. Er benutzt dabei ein Linkskoordinaten-
system. X, Y, Z ist der elektrische, L, M, N der magnetische Vekior,
Man hat dann die 2 Reihen von jedesmal 4 Gleichungen:

10X _om  gN _lar oy gz
¢ gt dz dy [ dJx Jdy
Loy _oN oL _ oM gz gy
I ¢ It gx Jz 1 6 dt T Jy s
10z oL gn LN __ox gy
¢ Ot dy dx ¢ dt T dy T gw
axN ay ¥4 0.1 dM OGN
0= r + Jy + rs 0= v I Ay + oz

Die Abhiingigkeit aber, die zwischen den vier Gleichungen der cinzelnen
Reihe besteht, schreibt sich so:
0 20 i) a0 _1aq)
dx dy e e gr e

In T und IT treten die X, Y, Zund L, M, N, wic man sicht, durch-
aus koordiniert auf, Dies ist aber nur der Fall, weil wir uns auf dice
Gleichungen fiir den freien Ather beschriinken, Wir werden von dieser
Koordinierung also weiterhin keinen Gebrauch machen,

1) Electrician.

Y Ich zweille nicht, daB Maxwell bei der Wahl dieser Bezeichnungen die
griechischen Buchstaben Epsilon und Eta cinander entgegenstellen wollfe,  Aug
dem Lta bzw. dem englischen Etsch ist dann dag bei unsern Physikern iibliche
deutsche § geworden.
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Wir setzen nochi die einfachen Formeln her, die sich aus I und II
ergeben, wenn man aus ihnen durch Differentiation den magnetischen
oder den elektrischen Vektor eliminiert (vgl. Bd. 1, S. 244). Wir wollen
dabei, nach einem auf Cauchy zurtickgehenden Vorschlage, den in der
Folge immer wieder auftretenden Operator

a2 g % 1 02
) aat Topr T g — o gm =0
setzen. Man findet dann fiir den elektrischen Vektor dic aus der tradi-
tionellen Optik wohlbekannten Gleichungen
- , aX ay oz )
& G VA 7 . e e e
@  OXx=o0, Ov=0, Oz=0; 3/ 1% +%5,=0,

und natiirlich ebenso fiir den magnetischen Vektor:
— oL aM aN
(¢) UL=0, OM=0, [ON=0; ot oy + o

Nun aber bringen wir den Gedankengang der bisherigen Betrach-
tung heran und fragen:

Gibt es lineare Substitutionen dev x, v, 2, t und dev X, Y, Z, L, M, N,
bei denen unscre Gleichungssysteme tnvariant sind?

Die Form des Operators [} gibt cinen ersten Ansatz. Nach unseren
invariantheorctischen Anschauungen ist [ dic forma adjunctal) des
folgenden quadratischen Differentialausdruckes:

(5} ds? = dx® - d y* -F dz¥—cPd 1%

Daher wird jede cinzelne Gleichung ] == 0 fiir sich erhalten hleiben,
wenn man die dx, dy, dz, dt ciner sonst belichigen, homogenen lincaren
Substitution unterwirft, welche die Gleichung ds? = 0 in sich iiber-
fithrt. Da wir von Ahnlichkeitstransformationen auch hicer (wie {riher
bei der Galilei-Newton-Gruppe) abschen wollen, beschriinken wir uns
aul dicjenigen homogenen lincaren Substitutionen der dwx, dv, dz, dt,
welche ds? (und also auch [[]) selbst ungeiindert lassen. 185 ist cine
Gruppe mit 6 Parametern, aus der cine Gruppe mit 10 Parametern wird,
wenn wir die entsprechenden linearen Substitutionen der x, v, 2, ¢ bilden
(wobci 4 additive Konstanten hinzutreten). Dies ist die Loventzgrup pe,
die uns damit zum ersten Male hegegnet.

Die Frage ist aber noch, wie sich die X, Y, Z, L, M, N verhalten
sollen, wenn wir die x, y, z, ¢ irgend ciner Substitution der Lorentz-
gruppe unterwerfen. Hittten wir nur mit den Gleichungen

OX =0 [1OY =0, ..., [ON=20

zu tun, so kénnte man die X, ¥, Z, L, M, N nocl ciner belichigen
linearen Substitution ihrerscits unterwerfen, wodurch noch 36 uncue

1) Vgl S.15,
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Parameter in unsere Betrachtung hineinkémen. Aber nun gelten noch
die Divergenzbedingungen

0X  aY 0z oL oM IN

Gr T oy TEr =0 baw. Sm S S =
und schlieBlich die Maxwellschen Gleichungen I und II selbst. Die
Falge wird sein, daBl die X, Y, Z L, M, N — abgeschen von einer
Ahnlichkeitstransformation, die wir wieder beiscite lassen wollen — ent-
sprechend jeder einzelnen Lorentzsubstitution der w, Y, %, ¢ ihrerseits
eine ganz bestimmte lineare Umsetzung erfahren miissen. Will man
dies durch direkte Umrechnung der Maxwellschen Gleichungen beweisen,
so stéBt man zunichst auf uniibersichtliche Rechnungen. Wir werden
aber die Untersuchung im folgenden Paragraphen mit einem Schlage
zu Ende fithren, indem wir mit Minkowski eine versteckte Symmetrie
der Maxwellschen Gleichungen hervorkehren,

§ 2. Die Lorentzgruppe in orthogonaler Form.

Der Kunstgriff, mit dem wir hier beginnen miissen, besteht darin,
daB wir fiir die Zeit ¢ die neue Variable

(6) tct=1

einfihren und dann noch, damit aus den Differentia]g]eichungen das
Imaginire verschwindet,
(7) X=U, 1Y=V, iZ=Ww
setzen.
Der Differentialausdruck ds? und der Operator [] nechmen dann die
‘einfache Gestalt an:
aAs?=dx%-d y2 4 g z2 +d2

9% 9% o3

(8) b ,
D=+ oyt m+ g

die Lorentzgruppe reduziert sich, soweit sie auf die Differentiale dx, d ¥,
dz, dl wirks, auf deven orthogonale T ransformation.

Die Maxwellschen Gleichungen I und II aber schreiben sich bei
iibersichtlicher Anordnung der Terme so:

IN oM au oW av oL
= [ b ial T = . s e e
" dy dz , al 0 + dy Az ol
ON aL oV aw U JdM
i e e h o A T
oM QL ow oV JU. ION
0=t —at -+ O=tg—at+  +%r
0=-29U_2v_aw 0=—9F _9M _oN
ST ey Tt =Ty "oy e

L, M, Nund U, V, W treten jetzt ganz gleichmiBig auf. Zugleich

]
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bekommt die Abhingigkeit der 4 Gleichungen I bzw. Il voneinander
die ganz symmetrische Gestalt:

() a() , 8¢
) dy " dz i
Die in I’ bzw. II’ nebeneinander stehenden Terme aber sind so gebaut,
wie die Glieder einer schiefsymmetrischen Matrix.

Es wird das alles noch deutlicher werden, wenn wir jetzt zur Unter-
scheidung der Variablen durch Indizes iibergehen. Wir schreiben fiir die
(10) X, Y, 2 b %y, Xy, %y, X,
und fiir die

al)

0.

Uu, v, w, L M, N

abwechselnd
(1) Ma Aegr Agar Aage Agus Ays
bzw. Mags 310 Hyes Man Meas Haee

Um die wiinschenswerte Beweglichkeit der Formeln zu heben, setzen

wir ferner fest: A, = — Aps, ghon=— ftr;, Ai;=pty; = 0. Unsere Glei-
chungen I' und II’ schreiben sich dann in den 4,,:

_ Ohs | Ohy | O, _ Dhys | hg | Odyy
0= + O, + dxy " dw, 0= + dxg | Oy a dxy
o=y P Ry _Ohs L Ok 0k

1 S Axy o, NG (M, day ()14

_Odgy | Dhyy 4 P 0= 0 by 0k

T ox U, dry ml 0%, 9,

_ Oy Oy | Ohyy Oy | DAy OAy, |
0=, Tox, Taw, T 0= 05, T, T x|

und in den g, gerade umgekehrt: :

— Oprga | Iptag | Dptyy - Dy | Doy | Jy
- ‘l”{i.'xfnw + dry + Oy 0= o 0 xy day duy
(»):*_al‘_m‘ . ,}_f)/f‘ i Oy 0 = Iy, NS gy | ity
I ’ dyy vy 'EN et dy, dxy i,
0==tas Ok o Ot 0=ar | At
Ay Ay VEN ) day dyy dg

=ty | g Ottay 0=y Dlae | Oty

iy day dxag day ' day Ay

Jede dieser Schreibweisen hat ihre Vorteile. Fiir das niichstfolgende
ist es aber am besten, dafl wir die T und I1"" herausgreifen, dic wir
schlieBlich so schreiben kénnen:

\"ﬂ')AHc
L

du fir 1=1, 2, 3, 4.

Und nun spricht sich das Thcorem, um welches es sich handelt, so aus:
Jedes einzelne Quadrupel der hingeschriebenen Gleichungen bleibt

T
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matisch kompliziertere atomistische, Thr zufolge Dbesteht die Materie
oder die Elektrizitit aus sehr kleinen, getrennten Teilchen. Die par-
tiellen Differentialgleichungen der phinomenologischen Physik be-
schreiben nur das Verhalten dieser Teilchen im Mitel, aber es gibt
Erscheinungen die Menge, wo die Betrachtungen solcher Mittelwerte
nicht ausreicht, wo man vielmehr die Teilchen enzeln verfolgen muB,

Von diesen beiden Auffassungen hat im Laufe des 19. Jahrhunderts -

bald die cine, bald die andere im Vordergrund der Entwicklung ge-
standen. In der englischen mathematischen Physik ist von Green bis
Maxwell die phénomenologische Darstellung die herrschende gewesen,
Es ist aber gar kein Zweifel, da Maxwell im Herzen Atomist war.
Ehe er seinen Treatise schrieb, hat er auf alle Weise versucht, einen
feinen inneren Mechanismus zu erdenken, welcher das Substrat fiir die
elektromagnetischen Erscheinungen sein méchte, welche wir im groBen
beobachten. Ich erinnere auch an seine grundlegenden Betrachtungen
zur Gastheorie. Wenn sich Maxwell in seinem Treatise doch aus-
schlieBlich der phéinomenologischen Darstellung bedient, so erblicke
ich hierin eine bewuBte Resignation.

In der Tat konnte Maxwell mit der atomistischen Auffassung der
Elektrizitit, wie sie Wilhelm Weber seinerzeit entwickelt hatte, indem
er Kleinste positive und negative Teilchen instantan aufeinander wirken
lieB, nichts anfangen. Denn die Grundauffassung Maxwells ist doch
die, daB die elektromagnetische Wirkung Zeit gebraucht, um sich
auszubreiten. So benétigt er ein Medium, welches die Wirkung ver-
mittelt: den ,,Ather”,

Nun ist es héchst merkwiirdig, daB3 die weitere Entwicklung der
Elektrizititslehre in der sogenannten Elektronentheorie den Gegensatz
von Phinomenologie und Atomismus nicht entschieden, sondern iiber-
briickt hat. Man hat einerseits die atomistischen Triger der elektrischen
Ladung, nimlich die negativen Elektronen und die positiven Atomkerne,
und andererseits das clektromagnetische Feld im freien Raum, das die
Wirkungen der matericllen Triger der Ladungen aufeinander vermittelt,

Das Geschichtliche kann hier nur in groBen Umrissen angedeutet
werden,

Wie schon in Bd. 1 gelegentlich erwihnt (S. 230), hat unter ande-
rem Helmholtz 1882 in seiner Faraday-Lecture nachdriicklich darauf
hingewiesen, daB die Tatsachen der Elektrolyse zur Annahme einer
atomistischen Konstitution der Elektrizitit zwingen. In diesclbe
Richtung wies dann die weitere Untersuchung der bereits 1869 von
Hittorf klar konstatierten Erscheinung der Kathodenstrahlen (bei den
elektrischen Entladungen in hoch evakuierten Réhren). Die mathe-
matische Entwicklung der Elektronentheorie nahm dann ihren Anfang
in England, aber ihr eigentlicher Vorkimpfer wurde je linger je mehr
der Hollinder H. A. Lorentz, dessen Name mit ihrer Entwicklung

LY Eomm—
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dauernd verbunden bleiben wird und insbesondere bei den von uns
hier zu gebenden Entwicklungen voransteht. Als besonderes histo-
risches Dokument sei hier die klare Darstellung des Sachverhaltes
genannt, welche Wicchert in der GauB-Weber-Festschrift von 1899
(Teubner) gegeben hat.  (Wicchert war hierzu um so mehr berufen,
als er die Grundvorstellungen der Elektronentheorie urspriinglich un-
abhiingig von Lorentz (bald nach diesem) aufgefunden und viel zu
ihrer Entwicklung beigetragen hat). Zu nennen ist ferner, als Seiten-
stiick dazu, und als Beleg fiir dic Entwicklung, welche die Theorie im
Vaterlande Maxwells genommen hat, das Buch von Larmor ,,Acther
and Matter” (Cambridge, 1900).

Allgemein haben sich die Ideen, soviel ich schen kann, je linger je
mehr dahin entwickelt, dafl die Triiger der clektrischen Ladungen auch
die letzten Bausteine der Materie sind, Wie schon erwiihnt, hat man
einerseits die positiv geladenen Kerne der Atome, in denen der Haupt-
teil ihrer Masse konzentriert ist, und andererseits die schr viel leich-
teren Elektronen?), die Elementarteile der negativen Elektrizitit. Dic
Ausdehnung der Kerne vnd Elektronen ist dabei jedenfalls verschwin-
dend klein gegeniiber der Dimension der Atome, d. b, der Abstinde
zwischen den einzelnen Teilchen, so dall das Bild des Atoms das cines
Planctensystems im kleinen ist. Dice Wechselwirkung zwischen den
Elektronen und Kernen gehoreht aber sicher nicht exakt den Ge-
setzen der klassischen Elektronentheorie, so daB dicse dem Stande der
heutigen physikalischen Forschung nicht mehr vollig entspricht®), Im
grollen gibt sic zwar cine sehr gute Beschreibung der elektrischen Er-
scheinungen, jedoch miissen in atomaren Distanzen grundsitzliche Ab-
weichungen von dem mathematischen Ansatz der durch die Elektronen-
hypothese erweiterten Maxwellschen Theorie bestehen. Dies soll uns
nicht abhalten, bei der folgenden Darstellung an der klassischen Maxwell-
Lorentz-Theorie, also an der Grundlage der Maxwellschen Gleichungen,
festzuhalten. Spiiter werden wir mit Einstein in bestimmter Richtung
weitergehen®), Die Auffassung muld doch die sein, dal3 die verschiodenen
physikalischen Theorien immer nur Annitherungen an die Wirklichkeit
der Dinge vorstellen, und dafl der Mathematiker seine Pllicht tut, wenn
er je cine bestimmte Aulfassung klar in ihren Konsequenzen verfolgt.

1} Das Wort ,,Elekiron wird zum ersten Male von dem irischen Mathe-
matiker Stoney in Vorschlag gebracht (K. Lrish Transactions (2). 4. 1891). Es
ist offenbar so zu verstehen: Die kleinsten geladenen matericllen Teilchen, die
man in der Theorie der Elektrolyse betrachtet, nennt man nach Faraduy fowen
(e wandernde Teilehen). Dementsprechend wird man die kleinsten, in der
madernen Elektrizititslehre zu betrachtenden Teilchen Elokiro-lonen nennen
wel hierans ist dann durch Zusammenzichung das Wort SElektronen' entstanden.

) Vgl Anmerkung 2 am SchiuB des Kapitels,  (FL)

%) Das sollte im vierten Kapitel dieses Buches geschehen, das Klein uicht
mehr vollendet hat, Vgl das Vorwort, (T)
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§5. Von der mathematischen Bearbeitung der Maxwellschen
Theorie bis zum Beginn des zo. Jahrhunderts.

Maxwells Auffassungen haben bei uns, und iiberhaupt auf dem
Kontinente, lange Zeit hindurch keine rechte Wurzel zu fassen ver-
mocht, weil sie den traditionellen Ansitzen zu sehr zuwider liefen, auch
der Treatise kein logisch geschlossencs System vorstellt, sondern von
verschiedenen Ansatzpunkten aus induktiv vorgeht, Es ist dann auch
dic mathematische Bearbeitung der Maxwellschen Theoric jahrelang
sozusagen ein Reservat der Englinder geblieben.  Von Heaviside
haben wir schon wiederholt gesprochen. Neben ihn stellen sich bald
Vertreter der Cambridger Schule. Ich nenne neben dem etwas dlteren
Poynting (geb. 1852) vor allem J. J. Thomson und Larmor (beide
1857 geboren). Von Larmors , Aether and Matter war ja schon oben
die Rede.

Die so geschilderte Sachlage hat sich nun villig geiindert, als es
Hertz 1887 gelang, die von Maxwell nur postulierten eclektrischen
Schwingungen im Diclektrikum experimentell sicherzustellenl).  Nun
setzt allerwiirts auch die theoretische Behandlung der Maxwellschen
Ideen ein. Hertz selbst war der erste, der bei uns eine geschlossene
Darstellung gab?). Ihm stellt sich sofort Boltzmann zur Scite, der
mit der ganzen Wucht seiner begeisternden Vortrige auch den Un-
entschlossenen fortriB, (Vorlesungen iiber Maxwells Theorie der Elel-
trizitdt und des Lichtes 1891-—93.) Die Maxwellschen Gleichungen
fiir den reinen Ather sind ihm, wie Hertz, der in seiner Einfachheit
endgiiltige Ausdruck des physikalischen Geschehens. |, War cs cin
Gott, der diese Zeichen schrieb 2 zitiert er frei nach Gocthe, Nun
folgen viele andere, die es unméglich ist, hier aufzufithren. Poincard
von franzosischer Seite aber miissen wir nennen.  Ich habe bereits in
Bd. 1, Kap. VIII dieses aufBerordentlichen Mathematikers ausfiihrlich
gedacht und beabsichtige noch in spiteren Teilen dieses Vorlesungs-
zyklus3) auf die singulire Stellung zuriickzukommen, dic er fiir dic
neuzeitliche Entwicklung der Mathematik tiberhaupt besitat. Hier

1) Heinrich Hertz, geb. auch wieder 1857, war cin ebenso glinzender Experi-
mentator wic Theoretiker; es ist cin Jammer, daf3 cin so auferordentliches Talent
bereits im Alter von 87 Jahren dahingehen muBte. Man wird es immer als ein
besonderes Verdienst von Helmholtz preisen, Hertz auf die richtige Bahn ge-
stellt zu haben. Was Hertz’ Entwicklung angeht, vgl. die Einleitung zu Bd. 1
sciner Ges. Werke (verfaBt von Lenard 1895) oder auch das Vorwort, welches
Helmholtz selbst dem bereits 1894, erschienenen SchluBbande (der die Mechanilk
von Hertz enthilt) vorausgestellt hat,

% Uber die Grundgleichungen der Elektrodynamik, Teil I (ftir ruhende
Korper) in den Gétt. Nachr. von 1890, abgedruckt in Ann. d. Phys. u. Chemie
N. F., Bd. 40, 1890; Teil IT (fiir bewegte Korper) Bd. 41. 1890.

%) Klein hat diese Teile nicht mehr vollendet. (H.)
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handelt es sich darum, dall er 1885—1896 den Lehrstuhl der mathe-
matischen Physik an der Universitdt Paris iibernahm und zunichst
daran ging, in wechselnden, in Lthrbuchform weit verbreiteten Vor-
lesungen die Kenntnis der modernen mathematischen Physik zu ver-
breiten, um deren fernere Entwicklung fortan durch das Schwer-
gewicht seines mathematischen Kénnens zu stiitzen. Es ist schwer zu
sagen, was dabei mehr zu bewundern ist: Seine nie versagende Pro-
duktivitit oder dic immer rege Rezeptivitit, die ihn alle von physi-
kalischer Seite neu hervorkommenden Ideenbildungen gleich —auf-
nehmen und weitergestalten liel,

Als Tihrer aber im Gebiet dieser neuen Ideen bezeichneten wir
schon oben den Holliinder H. A. Lorentz. Geboren 1853 in Arnheim,
ist Lorentz in kleinen Verhiltnissen wesentlich durch selbstindige
Studien in die Hohe gewachsen, immerhin angeregt durch die erfolg-
reichen molekulartheoretischen Arbeiten von van der Waals (geb.
1837), der als erster den alten Ruhm Hollands als ciner Pflanzstiitte
hervorragender physikalischer Forschung erncuert hatte. 1872 finden
wir ihn als Lehrer an einer kleinen Abendschule seiner Vaterstadt,
1875 promoviert er, 1878 wird er Nachfolger von van der Waals auf
dem Lehrstuhl fiir mathematische Physik in Leyden, seit 1912 ist er
Kurator der Teylerstiftung in Haarlem, wo er ganz seinen theoretischen
Forschungen leben kann. Als er 1800 scin 25 jihriges Doktorjubilium
feiern konnte, haben bereits Forscher aller Nationen zu einer inhalt-
reichen Festschrift beigetragen, die als Band 6 der zweiten Serie der
Archives Néerlandaises erschienen ist.

Lorentz geht immer vom konkreten physikalischen Experiment
aus, das er molekulartheoretisch zu verstehen sucht. Darum hat seine
Mathematik etwas Umstiindliches, von der Eleganz allgemeiner phiino-
menologischer Darstellung verschivdenes, Indem er, wo immer kleine
Grollen auftreten, gleich nach Potenzen entwickelt und mit niederen
Gliedern abbricht, ist er lange an der mathematischen Einfachheit der
jetzt nach ihm benannten Transformationen vorbeigefithet worden.
Um so cindringlicher hat er deren allgemein-physikalische Bedeutung
(nicht {iir die Krifte clektrischen Ursprungs) zur Geltung gebracht
und ist eben dadurch der Vater der hier vertretenen relativistischen
Auffassung peworden.  Er selbst ging aber zunichst durchaus von
vinem absoluten, d. h. rubenden Ather aus, innerhalb dessen sich die
Teilchen der gewdhnlichen Materie und die Elcktronen herumbewegen.
Auf Grund dieser Vorstellung das elektrische bzw. optische Verhalten
bewegter Korper zu erklitren, war sein urspriinglicher Zielpunkt. Die
Ansiitze, welche Hertz hierfir geliefert hat, konnten nicht als gentigend
ancrkannt werden.

Die Hauptverdffentlichungen von Lorentz, welche wir in diesem
Zusammenhang nennen miissen, sind:
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L. La théorie électromagnétique de Maxwell et son application aux
corps mouvants, 1892, Leyden, Bd. 26 der Archives Néerlandaises,

2. Das deutsch geschriebene Buch: Versuch einer Theorie der elek-
trischen und magnetischen Erscheinungen in bewegten Kérpern,
Leyden 1895.

Hierzu vergleiche man noch die beiden grofen Enzyklopidicartikel
Bd. V, 2. Teil, Nr. 13, 14: Maxwells elektromagnetische Theorie;
Weiterbildung der Maxwellschen Theorie: Elektronentheorie,

§ 6. Von dem allmihlichen Hervorkommen
der Lorentzgruppe.

Es soll sich hier nicht um die experimentellen Entdeckungen und
Messungen handeln, welche fiir die Entwicklung der Ideen malBgebende
Bedeutung erlangten — ihretwegen kann auf die weitverbreiteten Dar
stellungen der Biicher verwiesen werden —, sondern um die Geschichte
der mathematischen Formulierungen?). Soviel ich sehen kann’ 148t sich
das Wesentliche vielleicht unter folgende Nummern bringen:

1. Voigt: Uber das Dopplersche Prinzip. Géttinger Nachrichten 1887,

Die Maxwellschen Gleichungen werden, der damaligen Zeit ent-
sprechend, noch nicht berticksichtigt, sondern es wird gleich mit den
Schwingungsgleichungen begonnen, die wir in unserer Bezeichnung so
schreiben:

(15) OX=0,0Y=00Z=0,

mit der Nebenbedingung
X

' oY 0z

(15 o Tay T =0

Wir haben bereits bemerkt, daB jede einzelne der Gleichungen [ =0
durch 07 lineare Substitutionen der %, y, z, ¢ in sich tibergehen, die
wir dadurch auf coé reduzierten, daB wir die Substitutionsdeterminante
= =1 nahmen (wodurch wir eben erhielten, was wir, vorbehaltlich
kleinerer weiterer Einschrinkungen, die Lorentzgruppe nannten). Nun
hat auch Voigt im Grunde die co? Substitutionen, er schriinkt sic aber
dadurch auf o0¢ ein, daB er die Transformationen des ¢ von vornherein
in der Gestalt annimmt:

(16) ' =t—(ax + by + ca).

Es wird also nur der Anfangspunkt der Zeit abhingig von #, Y, 2 ver-
schoben, nicht aber der MaBstab der Zeit abgedndert (wie dies weiter-

') Ich zitiere dabei aus Jacobis bereits S. 65 beriihrter Antrittsrede von 1832
noch die Worte, welche ausgezeichnet hierher passen: ,,Crescunt disciplinae
lente tardeque, per varios errores sero pervenitur ad veritatem; omnia praepa~
rata esse debent diuturno et assiduo labore ad introitum veritatis novae ; jam
illa, certo temporis momento, divina quadam nccessitate coacta, emergit. .. ."
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hin fiir die prinzipielle Auffassung wesentlich ist). — Weiterhin folgen
spezielle Fille, bei denen man die Nebenbedingung (15') und ihre Aui-
rechterhaltung gegeniiber (16) durch geeignete Annahmen betreffend
die Abhingigkeit der X, ¥, Z von den %, y, z, ¢ befriedigt.

2. Lorentz 1892 (siehe das Zitat am Ende des vorigen Paragraphen).

Hier stehen die Maxwellschen Gleichungen als solche voran, neben die
Transformation der #, v, #, ¢ tritt die der X, Y, Z, L, M, N. Aber
auch hier wird der Ansatz (16) benutzt; da er als wesentlich angesehen
wird, ergibt sich aus der Einfihrung cines besonderen Terminus fiir
die Zeit ¢'; ,,Ortszeit”. Wie bei Voigt wird der Spezialfall einer bloBen
Verschicbung léings der x-Achse bevorzugt. Die exakten Substitutions-
formeln fiir die x, v, z, ¢ heiBen dann so:
(17) &' =x—ut, y’==yV1—-Z;, Pe z,/l—’: V=12
(unter v die Geschwindigkeit der Verschiebung, unter ¢ die Licht-
geschwindigkeit verstanden), Aber hier wird nun, wie schon oben
angedeutet, die Quadratwurzel durch den Niherungswert 1— EU‘;
ersetzt, wodurch man nur noch eine approximative Formel hat.

3. Die spezielle Transformation (17) spielt in der ganzen Literatur
betr, die Lorentzgruppe cine solehe Rolle, daBl wir {iber sie noch einiges
Niihere sagen miissen. Die einfachste Einsicht bietet natiirlich die
orthogonale Schreibweise, mit [ = 4¢f. Man setze:

K ==cos @y -sin -l ‘ , ,

(18) =y, =2z,

I' =i —sin - x-F cos -l {
dann ist, da die U, V, W, L, M, N gemil fritherer Verabredung den
Unterdeterminanten des Schemas:

dv dy dz dl

ox dv oz ol
kogredient sein sollen:

U =U, L =L
(189 V' = cos @V - sin N, W' = cos W —sinpM,

M == cos @M o sin - W, N’ == cos@-N—sin -V,
Hicer wird man fitr [ jetzt ict und fiir U, V, W bzw. 71X, 1Y, ¢Z sub-
stitutieren, Will man dann reelle Substitutionskoeffizienten haben, so
mull man, damit cos @ reell bleibt und 4sin @ reell wird, ¢ = 1w
nehmen, Es verwandeln sich dann die trigonometrischen Funktionen
in die hyperbolischen Funktionen von w:
costw = Eojw, isiniw = Ginw

mit
Cof?w — Gin2w =1
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und die Formeln werden:
¥ =Cojw-x+cCinw- ¢
ot ! am= ) z’ =2
(19) Y= g}g}?'%f- Gofw 2 Y=y
bzw.
X=X L=1"L,
(19 Y =Cofw Y — &in wN, Z'=Cofw-Z 4 Sin w M,
M =6@Gnw-Z 4 Cojw-M, N' = Cofw-N—Ginw.-v.
Nun ist aber bei den Physikern der Gebrauch der hyperbolischen

Funktionen nur wenig verbreitet. Man setze also, unter ¢ einen echten
Bruch verstanden:

@Ui W= ‘TTL};;LTT - Gin W == _"..i?.‘f..({ ey
T — g2 F1 — g2
Wir bekommen dann:
g = heqt
J1— g Vi=y
20) I
l, == ¢ T
J1— g
bzw.
JY’ = X, Ll = L

GOV Y=gy YIS, M= g2y gy
=g T N (N gy i

. . . v
Und nun unterscheiden sich dic (20) von den (17), wenn man . =9

setzt, nur dadurch, daB sie auf die Determinante -+ 1 gebracht sind,
withrend die (20') die fiir die Invariang der Maxwellschen Gleichungen
notwendigen Ergiinzungsgleichungen geben,

Wir werden die (20), (20) in der Tolge kurzaweg die spezielle Lovents-
Transformation nennen.

4. Allerdings ist Lorentz nicht der erste, der diese Formeln auf-
gestellt hat, sondern Larmor ;ovgl 8.167, 174, 176—177 seines S, 67
genannten Buches von  1900: »Acther and Matter. Er benutzt
sie auch, genau wie alle spitteren Autoren, um einem gleichformig (mit
der Geschwindigkeit v) lings der x-Achse fortschreitenden System ein
ruhendes zuzuordnen, fiir welches man die Losung der Maxwellschen
Glcichungcn kennt, um diese dann riickwiirts auf das bewegte System
2u ibertragen. Die beziiglichen Entwicklungen von Larmor aber
haben keine Beachtung gefunden. Vielmehr setzte die stiirmische
Weiterentwicklung, von der wir nun zu berichten haben, erst ein, als
Lorentz den ganzen Ansatz (der Dbei Larmor zwischen anderen Be-
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trachtungen etwas versteckt ist) seinerseits wiederfand (sieche den
Verslag der Amsterdamer Akademie Bd. 12, 1904, S. 986—1009). Da8
er ihm schon 1892 nahe genug gewesen war, wurde bereits oben unter 2.
bemerkt. Es 148t sich also immerhin einiges dafiir sagen, dafl sich bei
uns an' das Gleichungssystem (20), (20') ausschlieBlich sein Name
angeheftet hat.

5. Nun kommt das Jahr 1905 mit den entscheidenden Verdffent-
lichungen von Poincaré und Einstein, dic unabhingig neben-
einander hergehen, trotzdem sic beide von dem ,,Postulat™ oder dem
,,Prinzip”* der ,,Relativitit’ sprechen.

Poincaré macht den Anfang mit einer Note, ,,Sur la dynamique
de l'électron’* in den Comptes Rendus der Pariser Akademie vom
5. Juni, die dann als lingerer Aufsatz dem Circolo Matematico in Pa-
lermo am 23. Juni vorgelegt wurde, aber als solcher erst 1906 erschicnen
ist (,,Sur la dynamique de l'électron’’, Palermo Rend., Bd. 21).

Einsteins Arbeit aber ,,Zur Elekirodynamik bewegter Korper' ist
der Redaktion der Annalen der Physik am 30. Juni iberreicht und
schon am 26. September daselbst in (4) Bd. 17 herausgegeben worden.

Es ist sehr interessant, die solcherweise konkurrierenden Versffent-
lichungen zu vergleichen. — Poincaré stellt das mathematische Riist-
zeug klarer hervor: er bemerkt, daBl die Lorentztransformationen in
ihrer Gesamtheit eine Gruppe bilden (fiir die er dann die Bezeichnung
Lorentzgruppe priigt); er benutzt schon zwischendurch die Verein-
fachung, die entstcht, wenn man als vierte Variable 7 ¢ withit usw.
Er sucht sodann vor allen Dingen die Probleme der Himmels-
Mechanik, also die Lehre von der Gravitation, der Invariantentheorie
(,,Relativitdtstheoric’') der Lorentzgruppe anzupassen, wobei sich
ergibt, daBl gegeniiber der klassischen Theorie nur Abweichungen von
der Grélenordnung %J eintreten, unter » dic Geschwindigkeit des jeweils
betrachteten Himmelskdrpers verstanden. Die klassische Theorie er-
scheint geradezu als Grenzfall der ncuen fiir ¢ == 0o, Wir werden auf
diese Fragen weiter unten noch ausfithrlich zurickkommen., — Bei
Einstein tritt dafiir das naturphilosophische Denken in den Vorder-
grund. Er bemerkt, dall in den Lorentztransformationen eine ganz
neue Auffassung des Zeitbegriffes enthalten ist. s gibt keine Gleich-
zeitigkeit zweier Ereignisse schlechthin, sondern nur ecine solche relativ
zu einem unter unendlich vielen gleichberechtigten herausgegriffenen
Koordinatensystem. Und so grof ist das Vertrauen des jugendlichen
Forschers zu der transienten DBedeutung der Mathematik, dafBl er
voraussagt, eine Uhr, die sich bewegt (also vielleicht die Schwingungszahl
einer bewegten Lichtquelle) messe fiir einen im System =z, v, z, ¢
ruhenden Beobachter nicht (um es mathematisch aunszudriicken) das

Jaz,
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sondern das
*MT*&T""”EE
f l/d ptEt AT ds

[

sie gehe also fiir den ruhenden Beobachter in dem MaBe langsamer, als

2

i

=1y
gréBer wird?).
6. Endlich die Jahre 1907/08 mit den abschlieBenden Arbeiten von

Minkowski. Es sind dies vor allen Dingen folgende zwei, deren Ver-
Offentlichung er noch selbst besorgte?):

a) Die Grundgleichungen fiir die elektromagnetischen Vorgiinge
in bewegten Korpern. (Gott. Nachr, 1908, vorgelegt am 21, Dez. 1907
= Ges. Abh. Bd. 2.)

b) Raum und Zeit (Vortrag, gehalten auf der Naturforscherversamm-
lung in Kéln am 21, Sept. 1908). Ges. Abh. Bd. 2,

An sie schlieft sich in Bd. 2 der gesammelten Abhandlungen, von
Born aus dem Nachlasse herausgegeben :

¢) Eine Ableitung der Grundgleichungen usw. vom Standpunkte der
Elektronentheorie (zuerst in Bd. 68 der Math. Annalen 1910).

Dann aber ist noch 1915 aus seinen Papieren das Manuskript des
Vortrages veréffentlicht worden, den er am 5. Nov. 1907 in unserer
Géttinger mathematischen Gesellschaft gehalten hat:

d) Das Relativititsprinzip (Ann. d. Phys. (4), 47 oder Jahresberichte
der Deutschen Mathematikervereinigung 24). Die Darstellung in d)
ist mir die liebste von allen. Denn hier spricht Minkowski, weil er zu
Fachgenossen redet, seine innersten mathematischen, insbesondere
invariantentheoretischen Gedanken unverhiillt aus, wihrend er z. B.

1) Einstein ist im Jahre 1879 in Ulm geboren. Seine Schulbildung war un-
regelmifBig, zum Teil in der Schweiz und in Italien. Er hat dann in Ziirich stu-
diert, wo er mit einer Arbeit {iber die innere Reibung der Gase promovierte, um
dann cine klcine Stelle am Patentbiiro in Bern zn Ubernehmen. Hier ist es, wo
er seiie Arbeit von 1905 schrieb, die ihm dann zur Habilitation in Bern und un-
mittelbar darauf zu einem Extraordinariat an der Universitat Ziirich verhalf.
1911 wurde er Ordinarius in Prag, 1912 am Polytechnikum in Ziirich.,  Seit 1014
ist er der gefeicrte Akademiker in Berlin, Einstein ist jtidischer Provenienz wie
Hertz und Minkowsli, — Wunderbar ist es, wie hier wieder ein urspriingliches
Talent sich auBerhalb der reguliren Schule entwickelt, ganz anders als Poincard,
der den fest umgrenzten {ranzdsischen Bildungsgang fiir hhere Studien, unter
EinschluB der Ecole Polytechnique, durchlaufen hat. Zusammenhingend damit
sind Einsteins mathematischen Vorkenntnisse anfénglich nur geringe gewesen; er
hat sie im Verkehr mit anderen Mathematikern erst allmahlich erweitert. Dafiir
hat die irregulire Ausbildung ihm die Originalitit eigenen Nachdenkens bewahrt.
Ob dies fiir ihn nicht ein iberwiegender Vorteil gewesen ist?

% Minkowski ist am 12, Januar 1909 an den Folgen einer Operation im Alter
von nur 44 Jahren gestorben.
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in a), um keine spezifischen Vorkenntnisse voraussetzen zu miissen, dic
kithle Darstellung durch einen ad hoc ersonnenen Matrizenkalkiil
wiihlt, dessen iuBere Einzelheiten zwar elementar zuginglich sind,
dessen inneres Zustandekommen aber unzuginglich bleibt.

Wir haben bei Minkowski beides: die valle Beherrschung des mathe~
matischen Apparates der Relativitiitstheorie der Lorentzgruppe und
deren in lapidaren Sitzen festgelegte naturphilosophische Tragweite.
In ersterer Hinsicht werde hier vorweg bemerkt, mit Riicksicht auf dic
von uns sclbst in den vorigen Paragraphen gegebene Darstellung: daB
erst Minkowski die wahre Natur der X, Y, Z, L, M, N als der Kompo-
nenten eines Sechsertensors klar erkannt und damit den inneren Aufbau
der Maxwellschen Gleichungen vollig verstanden hatl). Tm iibrigen
wird unsere ganze folgende Darstellung von den Minkowskischen Auf-
fassungen getragen sein, wobei wir uns dem Plane der gegenwiirtigen
Darstellung entsprechend leider ganz auf die clementaren Anfinge
beschriinken miissen.

In der dulleren Form schlicBen wir uns dann vielfach an die wieder-
holt genannten und von den deutschen Physikern viel gelesenen Kom-
mentare von Sommerfeld, 1910 an: Zur Relativititstheorie, Teil 1:
Vierdimensionale Vektoralgebra, Ann. d. Phys. (4), 32; Teil 2: Vier-
dimensionale Vektoranalysis, cbenda 33, Nur ersetzen wir die geome-
trischen Analogien, mit denen Sommerfeld arbeitet, licher durch die
uns schon gelinfigen invariantentheoretischen Rechnungen und Be-
griffsbildungen. Dies hat auch schon v, Laue in seinem Lehrbuch:
»Das Relativititsprinzip” (Bd. 1, Braunschweig 1911, 2. Ayfl. 19132))
getan, doch glaube ich manches priiziser oder auch cinfacher darstellen
zu konnen, Diese groBere Einfachheit ist namentlich dadurch erzielt,
daBl ich ganz darauf verzichte, die vorliegenden Experimente zu be-
sprechen und ihre urspriinglich dreidimensionale Erfassung allméhlich
vierdimensional umzudeuten, sondern dald ich von vornherein das vier-
dimensionale Denken deduktiv zur Geltung bringe. So ist es hekanntlich
bequemer, zuerst das Kopernikanische Welthild zn entwickeln, statt
von den geozentrischen Beobachtungen aus auf dem Wege iiber dic
Ptolemiiische Darstellung zu ihm aufzusteigen. Freilich bleibt der ein
halber Astronom, der sich nun mit der Kopernikanischen Auffassung
in abstracto begniigt und sich nicht eingehend bemiiht, die Einzel-
heiten der geozentrischen Beobachtungen von dort aus genau durch-
zudenken.

1) Leider hat Minkowski in a) fiir dus, was wir hier Sechsertensor nennen,
das vollig farblose Wort |, Vektor aweiter Art''. In d) dagegen hat er dafiir die
neue, aber meinem Gefiihl nach ganz zweckmiBige Bezeichnung ,, Traktor' vor-
geschlagen.

%) Der 2. Bd. (1921 bzw. 1928) behandelt die allgemeine Relativitidtstheorie, (M.}
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§ 7. Von der Weiterverbreitung der neuen Doktrin.
Die Entwicklung seit I91I bzw. 1909.

Als ,,neue Doktrin® soll hier die Auffassung bezeichnet sein, daB
die Relativititstheorie der Galilei-Newton-Gruppe in allen Teilen der
Physik durch die Relativititstheorie der Lorentzgruppe ersetzt werden
miisse.

Die Mehrzahl der #lteren Physiker hat sich ihr nur zdgernd, wenn
iiberhaupt, angeschlossen, wie psychologisch verstindlich ist. Wer
Dezennien hindurch in sich eine bestimmte Denkweise ausgestaltet
hat, kann sich nicht plstzlich umschalten. Jedenfalls wird er immer
versuchen, auf dem Wege iiber seine fritheren Ansiitze hintiber die
neuen Formulierungen zu erfassen, was zu allerlei Umstiindlichkeiten
fihren muB. So ist es z. B. mit Lorentz selbst. Ganz anders dic j lingere
Generation. Vieles, was in der Elektrodynamik kompliziert erschien,
wurde jetzt plotzlich einfach ; wir werden darauf noch mannigfach
zurtickkommen und manche Einzelnamen nennen. Es entstand ein
vielseitiges enthusiastisches Vorwirtsstreben.  Als prinzipielle TFort-
schritte aber will ich nennen, daBl es Planck schon 1907 gelang?), die
thermodynamischen Lehren mit der neuven Auffassung in Verbindung
zu setzen, und daBl Herglotz 1911 die Mechanik der deformierbaren
Kérper, fiir welche Minkowski schon Ansitze gegeben hatte, in ab-
schlieBender Weise behandelte?).

Doch dieses sind Dinge, die wir hier nur beildufig beriihren kénnen.
Wichtiger fiir uns ist es, zu konstatieren bzw. zu erkliren, daB die
Mathematiker in groBer Zahl sich sofort der ncuen Bewegung an-
schlossen. Auf der einen Seite kann hierzu gesagt werden, daf3 der-
jenige, der durch die Schule der Nichteuklidischen Gcometrie gegangen
war, von vornherein pridisponiert war, die Galilei-Newton-Gruppe,
sobald dies wiinschenswert schien, gegen die Lorentzgruppe, von der
sie ein Grenzfall ist, zyu vertauschen. Es fiel in dieser Hinsicht eben
jede innere Hemmung fort. Aber viel wichtiger war noch, daf} die
Mathematiker die neuen Gedankenreilen, die jetzt verlangt wurden,
vermége ihrer invariantentheoretischen (oder geometrischen) Unter-
suchungen, wenn auch in anderer Form, ohne es zu wissen, bereits
fertig in sich herumtrugen. Niemand hat dies lebhafter empfunden
und die dadurch gegebene Sachlage héher eingeschiitzt als Minkowski
selbst, der in seinem oben unter d) genannten Vortrag vor der Gét-
tinger mathematischen Gesellschaft sich zu Eingang folgendermafen
duflert:

»Der Mathematiker ist besonders gut pridisponiert, die neuen

') Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1907 = Ann. d, Phys, (4), Bd. 26
(1808).
%) Ann. d. Phys, (4), Bd. 36 (1911).
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Anschauungen aufzunehmen, weil es sich dabei um eine Alklimati-
sierung an Begriffsbildungen handelt, die ihm lingst duBerst geliufig
sind, wihrend der Physiker jetzt diese Begriffe zum Teil neu erfinden
und sich durch einen Urwald von Unklarheiten mithevoll einen Pfad
durchholzen muB, indessen ganz in der Nihe die lingst vortrefflich
angelegte Strale des Mathematikers bequem vorwiirtsfithrt. Uber-
haupt wiirden die neuen Ansitze, fills sie tatsdchlich die Erscheinungen
richtig wiedergeben, fast den gréBten Triumph bedeuten, den je die
Anwendung der Mathematik gezeigt hat. Es handelt sich, — so kurz
wie moglich ausgedriickt — darum, daB die Welt in Raum und Zeit
in gewissem Sinne eine vierdimensionale Nichteuklidische Mannig-
faltigkeit ist. Es wiirde zum Ruhme der Mathematiker, zum grenzen-
losen Erstaunen der iibrigen Menschheit offenbar werden, daB die
Mathematiker rein in ihrer Phantasie ein groBes Gebict geschaffen
haben, dem, ohne daB} dieses je in der Absicht dieser so idealen Ge-
sellen gelegen hitte, eines Tages die vollendcte reale Existenz zu-
kommen sollte.”

Zu diesen Worten Minkowskis kann ich nur erkliren, dafl sic zu-
gleich die Auffassungen und die Vorbedingungen genau treffen, von
denen aus die gegenwirtige Darstellung unternommen wurde. Und sie
werden noch weiter reichen. Sie werden auch deren kommenden Teile
noch umspannen, sofern es uns gelingt, zu den weiteren physikalischen
Ans#itzen Stellung zu nehmen, die durch Einsteins gedankenreiche
Arbeiten von 1911 ausgelést worden sind!). Indem Einstein nach cinem
Formalismus suchte, der eine innere Einfiigung der Lehre von der
Gravitation in die Theorie der elektromagnetischen Krscheinungen
ermdglichte, kam er spontan dazu, die Relativitiitstheorie der Lorentz-
gruppe, also ciner linearen Gruppe mit einer beschriinkten Zahl von
Parametern, durch die Relativititstheorie der Gruppe aller Punkt-
transformationen, also einer unendlichen kontinuierlichen Gruppe nach
der von Lic cingefiihrten Bezeichnungsweise zu ersetzen.  Wir
werden nachher, um das zu verstehen, weit ausholen und namentlich
der ticfgriindigen Ideen gedenken miissen, welche Ricmann in sciner
Habilitationsvorlesung von 1854 , Uber die Hypothesen, welche der
Geometrie zugrunde liegen™ entwickelt hat. DafB Riemann dabei ganz,
wesentlich von naturphilosophischen Interessen geleitet war, wurde
schon in Bd. 1 hervorgehoben,

Im iibrigen nenne ich gerne noch cinen andern in unscrer Richtung
liegenden Fortschritt, der 1909 von mathematischer Scite gewonnen
wurde. Es trifft sich so, daB ich wieder an das Erlanger Programm
ankniipfen kann. An die Betrachtung der Euklidischen Gruppe des R,
mit ihren 6 Parametern schlieBt sich dort die Betrachtung derjenigen

) Vergleiche S. 67, Anm. 3 (H.).
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erweiterien Gruppe, welche aus ihr durch Hinzunahme der Trans-
formation durch reziproke Radien entsteht. Es ist einc Gy die ich
spiter kurzweg die konforme Gruppe genannt habe, weil sie sich (wie
dies der Sache nach schon 1845 von Liouville erkannt wurde) mit der
Gesamtheit derjenigen Raumtransformationen deckt, welche (dx® + dy?
<+ dz% in ein Multiplum seiner selbst iiberfiihren. Auch sic laft sich
als eine homogene lineare Gruppe schreiben, wenn man nimlich

p=5 =t b

W w w

und

2 @
SRR =

setzt: sie ist dann durch dicjenigen homogenen linearen Substitutionen
der 5 Variablen &, 7, ¢, o, w dargestcllt, welche dic quadratische Glei-
chung

4+ {2 —pw=0

in sich tiberfiihren. Alles das 148t sich auf % Dimensionen {ibertragen;
es entsteht eine thtl)‘ntg)' im R, also eine G, 51). — Andererseits hat
2

W. Thomson in seinen ersten Arbeiten (1845) bekanntlich nach-
gewiesen und weitgehend benutzt, daB aus jeder Potentialfunktion
V(x, v, 2) des Ry, d. h. jeder Funktion, welche die Gleichung 4 =
befriedigt, durch Inversion am Koordinatenanfangspunkt und Division
durch # eine neue Potentialfunktion, ndmlich
1 x oy z

hervorgeht. Auch dieses LBt sich mit leichter Modifikation auf beliebig
viele Dimensionen iibertragen und dabei dann die ganze zugchorige
konforme Gruppe heranzichen: ich darf wegen  dieser  Sachlage
auf die beiden Biicher von Pockels?) und Bécher?®) verweisen, —
Nun lernten wir, daB die Maxwellschen Gleichungen nach Ein-
fihrung von ! fiir ict auf das engste mit der Potentialtheoric

des vierdimensionalen Raumes (die durch die Gleichung [7J = 0-

gegeben wird), zusammenhingen, Es ist also fast selbstverstiind-
lich, daB man sich fragt, ob man die Maxwellschen  Gleichungen
nicht durch geschickte Anwendung allgemeiner konformer Transfor-
mationen der x, v, z, / in sich verwandeln kénne. Trotzdem scheint

') Hiermit haben sich Darboux, Lie und ich selbst in den Jahren 1869—1872
viel beschitftigt; siche z. B. die zusammenfassende Darstellung in meinen ,,Vor-
lesungen iiber héhere Geometrie”, Teil 1 (Berlin, 1926).

%) Uber die partielle Differentialgleichung 4 U + 4207 = 0 und ihr Auftreten
in der mathematischen Physile, Leipzig, 1891.

3) Uber die Reihenentwickiungen der Potentialtheorie, T.ai v, 1804,
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niemand an diese Mdoglichkeit gedacht zu haben, bis sie 1909 von den
englischen Mathematikern Cunningham und Bateman in vollem
Umfange bestdtigt wurde; insbesondere hat Bateman schr interessante
invariantentheoretische Entwicklungen hierzu gegeben (siehe Proceed-
ings of the London Mathematical Society (2), VIII, 1910ff.). Man
hat die X, Y, Z, L, M, N jeder einzelnen konformen Transformation
des R, entsprechend selbst einer homogenen linearen Substitution zu
unterwerfen, deren Koeffizienten nur keine konstanten Groflen, son-
dern bestimmte einfache Funktionen von %, v, z, ¢ sind.

Die Methode der Relativitiitstheorie hat also fiir die Maxwell-
schen Gleichungen eine noch wesentlich tiber die Lorentzgruppe
hinausgehende Bedeutung. Die wunderbare Harmonie aber, welche
zwischen den alten Entwicklungen der reinen Mathematiker und den
Gedankenkonstruktionen der neueren Physiker besteht, bewihrt sich
aufs neue auf einem erweiterten Gebiete. — Merkwiirdigerweise haben
diese Untersuchungen jedenfalls bei uns in Deutschland bisher nur
wenig Beachtung gefunden und auch wir werden darum nur gelegent-
lich auf sie zuriickkommen kénnen.

II. Behandlung der Lorentzgruppe in orthogonaler
Form.

Unsere weiteren Ausfithrungen iiber die Relativitiitstheoric der
Lorentzgruppe gliedern sich von selbst in zwei Teile. Wir werden
zuerst, um die innere Symmetrik der Ansitze hervorzukehren, von
der orthogonalen Schreibweise der Substitutionen Gebrauch machen,
also von den x;, x,, x5, x, usw. (gemil §2 der vorigen Abteilung)
ausgehen.  Wir werden dann zweitens den besonderen Realitiits-
verhéltnissen der Lorentzgruppe Rechnung tragen. Diese Trennung
148t. sich allerdings, wenn man Wiederholungen vermeiden will, nicht
véllig durchfithren, aber wird doch fiir die folgenden Abteilungen 11
und ITI im ganzen charakteristisch sein.

§ 1. Elemente der zugehérigen Viereranalysis.

1. Die Punktkoordinaten x,, #,, x5, %, (oder auch vy, vy, vy, ¥4 usw.)

der vierdimensionalen ,,Welt*, fiir die sich die Lorentzgruppe als Inbe-
griff derjenigen co9 nicht-homogenen linearen Substitutionen darstellt,

0] x;;=°(i-1‘1 -+ ﬂix2+7ix3+5¢x4 + 4 E=1-1,4)

bei denen die «;, B; y; & eine orthogonale Matrix von der Deter-
minante 1 bilden.

2. Die Vierervektoren, d.h. Komplexe von 4 GroBen, welche die
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homogenen Substitutionen erleiden, die von (1) tibrig bleiben, wenn man
die Glieder &; wegstreicht. Einfache Beispicle bilden die Differenzen
zweier Reihen von Punktkoordinaten :

TV K Y, Xy— Yy, %—

und insbesondere die Differentiale:

d%y, A%y, dxy dx,;
ebenso aber auch die partiellen Differentialzeichen :

b8 9 3

%’ dx, dxy dx,
(weil bei orthogonalen Substitutionen der Unterschied von Kogredienz
und Kontragredienz fortfillt).

Wir werden es im folgenden nicht nur mit einzelnen Vektoren, son-
dern mit Vektorfeldern zu tun haben. Wir bezeichnen daher die Vierer-
vektoren, damit ihre Komponenten nicht mit Punktkoordinaten ver-
wechselt werden kénnen, durch

(2) Uy, g Ug Uy DIW. Uy, 0y, vy, v, usw.

Die einfachsten in der Vektoranalysis auftretenden Skalare haben wir
dann in der quadratischen Form

(3) ui A ul A+ uf 0 baw. of v5 + vd 4 o
und in der zugehérigen Polare vor uns:
) Uy Uy~ UoUy - UgUy - 140,

Es ist nun nur ein besonderer Fall von (4), wenn wir bei einem
Vektorfelde # (x) von der Grofdivergenz

Ouy | duy | Buy | du, .
(5) 'a*;r'; b—;; “a—;; -‘!- 5}4 == DIV (’LL)

sprechen; die Vorsilbe ,,GroB", die wir nach Sommerfeld gebrauchen,
soll hier und in #hnlichen Fillen daran erinnern, daB wir es mit
vier, und nicht mit drei Variablen zu tun haben.

3. Sei f (%) irgend ein Skalar, dann ist
af at af af

dv,' 3x 3m' Ox

ein Vierervektor, der Grofgradient von f. Aus ihm entstehen als neue
Skalare einerseits
0]‘ 2 a/ 2 af 2 af 2
(’&:}) + (;97;;) + (‘a‘r) + (5;;) ;

FiL o oy
dx8 U o} T Gal T Bad

andererseits
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welch letzteren wir wieder mit

(6) a7

bezeichnen.

4. Die Sechsertensoren, d. h. Komplexe von je 6 GroBen Air (oder
auch g,,), die sich wic die zugehérigen Unterdeterminanten Dir (bzw,
;) ciner zweigliedrigen Komponenten-Matrix von Vierervektoren

Uy Uy Uy Uy

Uy Uy 0,
substituieren. Wir haben fiir dic A, wwei Tnvarianten:
[ A=2y, Ayyt Apy Agy -+ Agadin

N .
| Q=323
Die ,,dualen” u,, sind am iibersichtlichsten durch die Gleichungen
gegeben:

)

daA
(8) M=
worauf A den Wert annimmt :
9) M o=y gy Hag a1+ flag tys.
Also ist auch umgekehrt:
an
(10) Ae= g

Im tibrigen werden wir wieder, je nach Bediirfnis:
(11) /1/.-1' e ﬁi}n Aii =0

(und dhnlich fiir die g;,) in die Formeln cinfithren. Tm besonderen
bevorzugen wir freilich immer den Index 4.
5. Wichtig ist weiterhin der besondere Sechsertensor, der — unter
u irgend cin Vierervektor verstanden — aus der Matrix
La a0 a9 o
f dvy dwy v, Ox,
7O T TR T
hervorgeht, also:

(12) Ai=

e
Wir nennen ihn Rot «, die Grofrotation des Vektorfeldes (21).

Aus den Koordinaten 4, baw. g,y eines beliebigen Sechsertensors
und cinem beliebigen Vierervektor u; lassen sich, wie schon in I, § 2
erwiihnt, zwei neue Vierervektoren: nach dem ecinfachen Schema zu-
sammensctzen
(13) v = %’}tikuk baw. o] == %}’pc,-,cu,h..
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?‘“
TE Ry

. 6. Um nun doch etwas Neues zu geben, bemerken wir, daB sich aus
‘ den Koordinaten 1;, zweierlei GroBentripel zusammensetzen lassen
die wir Dreiertensorer nennen.

\ Bildet man nimlich die beiden Skalare

2424,
so erhdlt man 2 ternire Invarianten:
(M1a £ Aas)? 4 (Rag & A3)? + (Agq = 245)%;
daraus folgt, daB sich die beiden GroBensysteme:

(14) Mot Aog Aog F Agy, Azg + Agq
bzw. Ma— Apg Agg— Asn Aga— Ais

je terndr orthogonal (iibrigens nicht etwa kogredient) substituieren; auf
die Einzelheiten werden wir in §2 zurtickkommen. Hier sei an die ur-
springliche elektromagnetische Bedeutung der 2, x erinnert. Wir hatten

)"23=L: 231=M: /'112=N:
Ma=iX, hoy=iY, Ay, —iZ.

Es handelt sich also bei den DreiergroBen (14) um die komplexen
i Verbindungen
. (15) L+iX, M4V, N4z,

o : die man bei der Behandlung der Maxwellschen Gleichungen schon oft
: eingefithrt hat, ohne gerade das hier zutage tretende Prinzip hervor-
zukehren.

7. Endlich die Zehnertensoren, die schon oben (Kap.1 B, §4) erwihnt
waren. Es handelt sich um den Inbegriff der Koeffizienten a;; irgend
einer aus den Koordinaten eines Vierervektors gebildeten quadratischen
| Form, also um GréBenkomplexe a;,, die sich bei der Lorentzgruppe so
|1 substituieren, daB
V (16) PR Uy

invariant ist. Wir nannten a. a. O. auch schon den besonderen
Zehnertensor mit den Koeffizienten

R 5ik=0(i:}=k); 0y =1.

L 8. Es gibt eine einfache Methode, aus einem Sechsertensor A
Pl einen Zehnertensor abzuleiten. Schreiben wir gemil (13):

y

Ph ”i:%ﬂik“k,

so haben wir einen neuen Vierervektor und ebenso, wenn wir diese
Substitution wiederholen:

i r W =315,0;.
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Ziehen wir zusammen, so haben wir:

P T \7
Wy = l %lhi}“z‘k%k s
k3

und in dem hier auftretenden Koeffizientensystem, weil es zur Haupt-
diagonale symmetrisch ist, einen Zehnertensor *. Es verlohnt sich, dies
Koeffizientensystem ausfiihrlich hinzuschreiben. Wir erhalten bei
geeigneter Anordnung der Indizes: !

“/1%2'“2%3“—2%4 '11313-3"“'114242 /114143‘}‘ )-12223 112/124“}' 213/134
3233314‘224241 “253_254*‘)&1 /124243“}"121213 121/114+223134
2321214’&34341 234142‘*‘231112 "“;134'“‘/'[51'4232 2:!1/114”}”232124
142121“]"243231 /']-43’132"}‘2-41}‘12 141113 + )‘42223 ’“‘)‘21“’}&2“‘223
Addieren wir hier noch iberall § d,, - 2, so bekommen wir folgende ik
Matrix *, die bei den Untersuchungen fiber das elcktromagnetische Feld at

der 1;; eine groBle Rolle spielt und die dementsprechend mit dem be-
sonderen Buchstaben F bezeichnet sein soll:

1 ﬂ%z‘l' 2%3*'1%4
—2"<~X§4—/122—/1§3> -
1 (Z§3+A§AL"|"A§I)
2\ M-y
1 (ﬁrl‘ﬂ%rl“lgz)

D
S\=Ay-A3,- 2,

—

rrrrrrrrrr i o L 1 (1&21 A+ Mgk ﬂf:;)
2\~ Ay~ A =23,

Der Term rechts unten nimmt, wenn wir ihn noch durch ¢* dividieren,
inden X, Y, Z, L, M, N geschricben, folgende Gestalt an:

92 (X2 Y24 22 4 L2 M2 - N7,
Diesen Ausdruck pflegen die Physiker die spezifische (auf dic Einheit
des Volumens berechnete) Energie des clektromagnetischen Feldes zu
nennen. Von hier das besondere Interesse, welches man dem Zchner-
tensor F zugewandt hat (so daB man ihn gelegentlich geradezu als
» Welttensor' bezeichnet). Die spezifische Energie ist also gegeniiber
der Lorentzgruppe keincswegs etwas Invariantes, sondern eben nur
eine der Komponenten eines Zehnertensors. Auf die physikalische Be-
deutung der iibrigen Komponenten werden wir spiiter zuriickkommen.
9. Aus den Komponenten a;;, eines Zehnertensors und den #, cines
Vierervektors entsteht allgemecin in der Gestalt

2 i=1, 2, 3, 4
P
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ein neuer Vierervektor. Als besonderen Fall haben wir wieder:

(18) "%”T‘T‘f- (t=1, ... 4).

Diesen Vektor bezeichnet Sommerfeld als die Vektordivergenz des Zehner-
tensors a;y,. Fir den elektromagnetischen Zehnertensor FF verschwindet
die Vektordivergenz vermége der Maxwellschen Gleichungen identisch
(wie man aus dem Bildungsgesetz von F ablesen oder auch hinterher
durch wirkliche Ausrechnung verifizieren mag)., Wir werden darauf
in §6 eingehen.

§ 2. Neue Einschaltung iiber Quaternionen.

Die Entwicklungen des vorigen Paragraphen gehen in ihrem Wesen
alle auf Minkowskis groBe Arbeit von 1907 /08 zuriick. Minkowski
erwihnt dort gelegentlich auch, daB der Formalismus der Quaternionen
Dienste leisten kénne, ihm aber zu schwerfiillig scheine. Ich méchte
aber angeben, wie einfach sich die Grundformeln der Theorie in Qua-
ternionen schreiben lassen.

Bereits Kap.I B, § 3 wurde gezeigt, wie man die allgemeinen ortho-
gonalen Substitutionen von der Determinante 1 bei 4 und bei 8 Ver-
dnderlichen durch Quaternionen darstellen kann. Wir haben jetzt nur
einige neue Bezeichnungen hinzuzunchmen. Zunichst schreiben wir
einen Vierervektor (#) als Quaternion:

(1) == 4 1ty = J vy 4 katy - 2,

Wir bezeichnen ferner die Quadratsumme a2 - b2 - ¢2 - 42 der
Koeffizienten einer Quaternion ¢ =i a Jb - kec-+d mit Ng, d. h.
Norm von ¢. Dann schreibt sich fiir den Vierervektor (1) die all-
gemeinste unimodulare orthogonale Substitution, d. h. die allgemeine
Lorentzsubstitution in orthogonaler Form in der Gestalt:
’

(1) (i) = 2L

fNg-Ng
Hier sind ¢, ¢' zwei belicbige Quaternionen. Nehmen wir aber ins-
besondere ¢’ = ¢-1, so wird Ng- Ng" =1, 1y = u,, wnd wir behalten
in der Formel

@ (2t 70y - k) =g (g + oy - ko) g

die allgemeinste ternire unimodulare orthogonale Substitution der
3 Variablen uy, u,, .

Nun wurden doch im vorigen Paragraphen Dreiertensoren ge-
nannt, d. h. Komplexe, welche bei Austibung der quaterniren Sub-
stitution (1) auf die # selbst ternire orthogonale Substitutionen er-
leiden. Diese Substitutionen sind nun dem Wesen nach durch @)
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gegeben. Man findet niimlich, bei Voraussctzung der Formel (1), fiir
den Dreiertensor

Ala‘l -+ /123’ '2"24 + /131, /13.1 -+ /112
die Substitution

®3) i (A Aag) 7 (Ana - Aa) & (Agy A12) L

=" (A g b Agg) T (Aga+ Agy) - 4 (Aya-F410)) 9",
aus der ¢ ganz herausfillt, und fiir den anderen Drelertensor

Y T A1 Aya— Ae

die entsprechend gebaute Substitution
(3 i Ay == dag) + [ (Agu—Ayy) -+ R (Aya=—2gy)

= (i (A4~ Aan) + 7 (Aag— Ay Ak (Aga— A )) g
Hiermit sind ersichtlich auch die Substitutionen, welche die A cinzeln
bei Anwendung  der Lorentzsubstitution (1) erleiden, in cinfachster
Weise explizite hingeschricben.

Aber auch die Maxwellsehen Gleichungen selbst lassen sich jetzt

in knappster Weise zusammenfassen. Wie haben zu dem Zwecke nur ; ,.
den Operator zu bilden: (

.0 . d J J
(4) ! da, b oy -k i ,v:; T dr,

—
).

Dann schreiben sich die beiden Reihen der Maxwellschen Gleichungen, !
wic man darch Nachrechnen bestiitigt, cinfach folgendermalien:
[T QU @k Aa b ] oy b A) b A (g 2,01 =0, |
l oo (8 (Apg = Agg) -+ (Agg — Ag) bR (Agy—4y0)) </\ =2 (),

Der Beweis aber, daly diese Gleichungen bei den Substitutionen (1)
bzw. (3) und (2) invariant bleiben, ergibt sich ohne jede Zwischien- ‘f
rechnung. s geniigt aus Symmetricgrinden, dafl wir den Faktor

5

[y . . | - .
'|"1{/ ~von (1) in Betracht zichen, und ¢’=1 sctzen. Dann bleiben
VY
P " . - 4 .
die Gleichungen I ungeindert, weil besagter TFaktor | (/ dem Sym-

Ny
bol Q varzusetzen ist, der andere Taktor o (44, - 4,,) -+ -+ - aber
tiberhaupt keine Anderung erleidet,  Die Gleichungen IT aber nehmen
zuniichst die Gestalt an:

4 (i (Aya = Aya) -7 (Agq— Ayy) A=k (Ayy — Zu)) g7t tl - <,> =0 o

FNg Pl

und hier heben sich die beiden durch die horizontale Klammer zusam-
mengefafiten Faktoren (dic man nach dem assoziativen Gesetz der
Quaternionen-Multiplikation zusammenzichen darf) bis auf den nicht
weiter in Betracht kommenden Nenner N (g) gegenseitig weg,,so daf
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nur ¢ vorn als Faktor zugesetzt erscheint, woduarch die Giiltigkeit der
Gleichungen nicht aufgehoben wird.

Formel (1) 148t noch eine Verallgemeinerung zu, die uns fiir spiter
niitzlich sein wird. Im Nenner von (1) steht die Quadratwurzel

Vi@ e B @ L T ey,
Um rationale Darstellung zu erzielen, wollen wir, was ersichtlich keine
Einschrinkung ist,
(6) e A S e Al N B (L IR S 3
nehmen und, um auch diese Bedingung durch rationale Funktionen
anabhiingiger Parameter zu erfiillen, in scheirtbar unsymmetrischer

Weise

a—a b — b c—c d - ar

o F A =By =6, e,
at+a’ b c-c d—d
g = Ay, = B,, = Cy, - 9 = D,

setzen. Wir haben dann, (6) entsprechend,
(8) A4, + BBy + €, Cy - DD, =0,

so daB in der Tat eine dieser 8 GroBen durch die 7 andern rational
ausgedriickt werden kann. Die Symmetrie wiirde leiden, wenn wir
dies wirklich ausfithrten, Wir werden darum die 8 Gréfen 4,, ..., D,
sdmtlich beibehalten und fordern, daB3 sie an die Bedingungen (8)
gebunden sein sollen. Im iibrigen wird nun, wenn wir

14y +jBy + kCy + Dy =@,
idy + jBy+ kCy + Dy = Q,
setzen,
9 =1 (A4 Ay) + (B, + By) + & (C, 4 Cy) + (Dy+Dy) = (Q+ Q)
¢ =—1(4,— Ay) =7 (B, — By) —Fk(Cy— Cy) + (D, — D,)
also

3

q' . . SN
aé‘n—i:hl)"%\:—bl:'ﬁ:i;v‘él‘l = (i(d, —dy) - (B1_Bz) + /c(Cl_C2) -+ (Dl_—D:!) ) !
= (01 =@

Daher schreibt sich die Formel () jetzt in der Form
) () (@1 — Qo) = (@, + Q) ()

(wo die 8 GréSen 4, ..., D,, die wir der Bedingung (8) untcrwarfen,
ersichtlich homogen vorkommen, so daB wir in unserer IFormel die
richtige Zahl von 6 wesentlichen Parametern haben). Ubrigens findet
sich die kleine Zwischenrechnung, die uns von (1) zu (8) und (9) fithrte,
bereits in Cayleys urspriinglicher Veréffentlichung; nur gerade in um-
gekehrter Reihenfolge (so daB Formel (1) den SchluB abgibt; siehe

]
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Crelles Journal 50. 1855 = Cayleys Werke II, S.202ff., insbesondere
S. 213215 daselbst). Nun mégen folgende Bemerkungen angeschlossen
werden:

L. Will man nicht {4 %2+ u} + u} durch eine lineare Sub-
stitution mit reellen Koeffizienten in sich transformieren, sondern
uf + 4 + w§—uf, so muB man die Formeln (9) so umschreiben:

= (Qu+8Qy) (g -+ & (i1t + 1ty + asy)),
wo ¢ die gewbhnliche imaginire Einheit ist: 2 = — 1,

Die Formeln (3), (8') fiir die Transformation der Dreiertensoren aber
werden dann so lauten:

(11) (Qy —£Q0) (5(Aya+& dy) 1 (Agate Agy) - B (Agg+ 8 4y)
== (7:('1144“ &lyg) 7 (Agqt € 39) +k(134+5112)) (Q1""{“Qa) s

(11") (i(im—sliza) ”}‘7'(224’“5;31)‘}‘k(jar;—ea_lz))(Ql+392)
== (Ql*‘eQz)(i(214"6123)4“7.(224_3131) + k(g —ely,)

2. Wir werden diecse Formeln mit den fritheren zusammenfassen,
indem wir freistellen, &%= -+ 1 zu nchmen, ja wir werden sie noch
so verallgemeinern kénnen, daf}

1f - uf - ud - Pud

in sich tibergeht, indem wir &% = - ¢2 nelimen.

Hierin liegt die Moglichkeit, nicht nur der Lorentzgruppe in ihrer
auf die Lichtgeschwindigkeit ¢ beziiglichen reellen Form gerecht zu
werden, sondern auch die Galilei-Newton-Gruppe als den fiir ¢ = 0o
herauskommenden Grenzfall glatt hinzuschreiben. Wir haben nur bei
(10) die Bedingung &® = 0 hinzuzufiigen, also mit ¢ so zu rechnen, wie
man dies bei unendlich kleinen GroBen zu tun pflegt.

Wir sind hicrmit in den Bercich der sogenannten Bigquaterionen
gelangt, der seitens der Geometer schon lange bearbeitet wurde — nur
daf3 von ihnen ay, 1y, 1y, 114 natirlich nicht physikalisch gedeutet wur-
den, sondern als Verhiltniskoordinaten im Raum von 8 Dimensionen.
Die Substitutionen (10) geben dann, je nach der Verfiigung tiber das g2,
die , Bewegungen” des elliptischen, hyperbolischen und parabolischen
Ry (um die Benennungen zu gebrauchen, die ich selbst seinerzeit fiir die
verschiedenen Arten von Cayleys projektiver Mafbestimmung vor-
schlug?); es heiBt unnétigerweise hihere Gedankenverbindungen heran-
ziehen, wenn man statt dessen meist, in Anlehnung an Riemanns
allgemeine Ansiitze, von Riumen konstanter positiver oder negativer
oder verschwindender Kriimmung spricht).

1) Vgl Bd. 1, S.151—153.
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Man pflegt die Unterscheidung der dreierlei Arten von Biquaterionen
(ie nachdem & = 41, — 1 oder 0 ist) auf Clifford zuriickzufiihren,
der in einigen unvollendet gebliebenen Abhandlungen 1873 und 1876
hiertiber sehr anregende, aber nicht abgeschlossene Bemerkungen
hinterlassen hat (Werke, Nr. 20 und 42). Wie man die Bewegungen
des Euklidischen Raumes vermége (10) unter der Annahme &2 = 0
nach allen Richtungen bequem beherrschen kann, hat insbesondere
Study untersucht (Math. Ann. 39, 1891). Genaueres tiber die nicht
unbetrichtliche Literatur der Biquaternionen — gerade auch in ihrer
Beziehung zu den orthogonalen Substitutionen von 4 Verdnderlichen
— findet man in dem Artikel I, 5 der franzésischen Enzyklopidie
,»Nombres complexes* von Study und Cartan (vgl. Nr. 35-~36 daselbst) 1),

§ 3. Vom Ersatz der Maxwellschen Gleichungen durch
Integralbeziehungen.

Die Quaternionen sind nur eines der Hilfsmittel, durch die man die
Symmetrie der Maxwellschen Gleichungen bequem hervorkehren kann,
Maxwell selbst hat in seinem Treatise, wie wir schon wiederholt be-
merkten, {iberhaupt keine Differentialgleichungen hingeschrieben, son-
dern Integralbeziehungen aufgestellt — cin Verfahren, welches das
Ergebnis der experimentellen Messungen zweifellos unmittelbarer zum
Ausdruck bringt und {iberhaupt mancherlei Vorziige hat, indem es
z.B. den Fall einfacher im elektromagnetischen Felde auftretender
Unstetigkeiten mit umfaBt. Von mathematischer Seite ist man, wie
es scheint, erst neuerdings hierauf genauer eingegangen; ich Dbeziehe
mich insbesondere auf die schon genannte Arbeit von Bateman in
(2) VII der Procéedings der London Mathematical Society von 1909/10.

Wir werden auch vielfache Integrale zu betrachten haben und
schreiben sie in diesen Paragraphen unter Benutzung der GraBmann-
schen Stufen; so also, daB wir ein Flichenelement” durch die
Unterdeterminanten des aus 2 Reihen von Differentialen gebildeten
Schemas:

dx, dx, dx, dx, |
dx d'xy, d'xy d'z, |

\

%) Ich verweise noch auf einen auch dort nur beilinfig genannten und sonst
so gut wie unbekannten Geometer, den Wiesbadener Gymnasiallchrer Unverzagt.
Schon 1871 beschiftigte er sich mit den Versuchen, die Quaternionenlehre fiir
die allgemeinen MaBverhaltnisse des Euklidischen Ry fruchtbar zu machen, um
dann mit einer ausfithrlichen Darstellung hervorzutreten (Theoric der goniometri-
schen und longimetrischen Quaternionen, Wiesbaden 1876). Die Darstellung ist
natiirlich eine andere, meincs Erachtens ungelenkere, als wir sie gewohnt sind.
Niemand hat das Buch von Unverzagt damals beachtet. Es ist tragisch zu sehen,
wie ein zweifellos hochbegabter Mann, dem die Verbindung mit Gleichstrebenden
fehlte, zur Wirkungslosigkeit verurteilt gewesen ist.

]
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festlegen, ein ,,Raumelement’ durch die entsprechende dreigliedrige
Determinante, ein ,,Weltelement durch eine viergliedrige Deter-
minante, Das Verhalten der Integrale bei Einfithrung neuer Verinder-
lichen liBt sich so bequemer verstehen, als bei der gewdhnlichen
Schreibweise.

Sei beispielsweise ein vierfaches Integral (erstreckt tiber irgendein

.' Weltstiick) vorgelegt, das wir so schreiben:

dx, dx, dx; dx,
d'x, ... .. d'x
(12) fffff (xl’ x2’ x3’ x'l) du;l ...... d“‘:q,
. '1
‘Wir setzen nun etwa

(18) %= @i (Y1) Y2 Y3 Vo)

wobel [ (%, %y, %5, %) in ~f(yl, Yy, Vg, ¥a) Tibergehen mége. Es ist dann
ohne weiteres klar, daB das transformierte Integral lautet:
ay, ...4ay,

E (P, Po, P, ) | AV - AV
14 ks ) r T"Ww e T 173 2’
(14 -J‘ijf(yl Ya Ya: 34) 0 (Y1 Yor Yar Ya) | @"yy ... A"y,

d’”yl_ . d(/ly4
G

a ; . .

unter - /a: Pa) diebeziigliche Funktionaldeterminante verstanden.
a(Y1s Yar Var Va) .

Handelt es sich bei (18) um eine Substitution der Lorentzgruppe, so

ist diese Determinante gleich eins und wir haben insbesondere: Ist
f (%1, %, %, &) eine Invariante der Gruppe (ein ,,Skalar’), so auch das
Integral; wiv haben cine Integralinvariante der Gruppe.

Analoge Bemerkungen werden bgi dreifachen, zweifachen, einfachen
Integralen am Platze sein. Ein dreifaches Integral wird sich so schreiben:

ho e s h

(15) zZ(x1 dx, duxy dlxd
d'x ... a'x,
A a'' %,

und wird Integralinvariante der Lorentzgruppe sein, wenn f,, f5, f3, fy einen
Vierervektor bezeichnet, Ein zweifaches Integral kénnen wir so ansetzen:

(16) I St @ s, — & %, d %),
i,k

wir haben eine Integralinvariante der Lorentzgruppe, wenn die f;p
einen Sechsertensor vorstellen. Bei allgemeiner Substitution (13) aber
wird hervorkommen:

(17) JI Shmn(@ymd 3n—a'yndya)

m,n
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wo sich die #,,, aus den fin S0 zusammensetzen :

I d is
(18) m,n = Zg‘gf“l)'k) /z‘k
ik »

(und in den f;, die #, .. -%4 natiirlich durch y;.. .y, auszudriicken sind).

Hieran reihen sich die Sitze, welche man bei 38 Dimensionen
nach Gauf und Stokes zu benennen pflegt und die in allgemeinster
Form (fiir m-fache Integrale in #-fach ausgedehnten Raumen) z. B. bei
Poincaré!) und Goursat?) aufgestellt sind. Ich will mich hier auf

dx, dx,
ad'x; d'x,

den Fall eines Doppelintegrals beschrinken, Das Integral sei iiber
eine geschlossene Fliche genommen, welche einen dreidimensionalen
Raum einschlieBt. Das iiber die Fliche erstreckte Integral kann durch
ein tiber den Raum erstrecktes dreifaches Integral ersetzt werden,
Schreibt man, da f;, ein Sechsertensor sein soll, Ay flir f;; und fithrt,
wie frither, u,, = %:1 ein, so gilt die Formel:
&
s 104y, N 10 Ugs S
Z 652/797,‘279%2/ dzx, ’
P2 & £ &
(19) ff’glik = dx, dx, dx, dx,
ok d'x  d'x, d'w, a'x,
'z d'm, 4w, a'x,
Es folgt, daB das Doppelintegral, erstreckt iiber eine beliebige ge-
schlossene Flache, immer 0 ist, wenn im ganzen R, die Differential-
gleichungen bestehen:
j% . N0y, . N0ty 1O fyy,
%E)xk_o’ ‘ZL{?E'—O’ %c'nk =0, > ’.;__0'
Und auch den RiickschluB wird man machen kénnen, wenn anders
die 4, die dazu erforderlichen Stetigkeitsbedingungen erfiillen*.
Damit sind wir von selbst an die Maxwellschen Gleichungen heran-
gekommen, In der Tat hatten wir diesen frither die Form gegeben:
1044 du P
L %“5;:= 5 1L 21:731§f=0 fir 4=1,2,3,4.
Wir werden statt ihrer jetzt die Integralbeziehungen setzen:
o) Lff :54; Pin (@2 d 5 — &' 5, diy) = 0

IL. HZ,GM (A%, d' % —d' 5%, d ) = 0,

die Integrale genommen iiber eine beliebige geschlossene Fliche. Und

1) Acta Mathematica 9 (1887).
) Liouvilles Journal (6), Bd.4 (1908).
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damit haben wir ohne weiteres eine Einsicht in die Invarianz der Max-
wellschen Gleichungen bei beliebiger Lorentztransformation, falls
wir die 4,, bzw. u;, als Bestimmungsstiicke cines Seclisertensors
ansehen (und dementsprechend transformieren). Wir finden aber auch
mit leichter Rechnung, dafl unsere Gleichungen bei beliebiger kon-
former Transformation der xy...x, also bei der ganzen G5, von der
wir oben (BI, §7, Ende) sprachen, ungeindert bleiben, nicht aber
bei sonstigen Transformationen. Hieriiber vergleiche man die S. 79
genannte Arbeit von Bateman.

§ 4. Das Viererpotential und der zu ihm gehérige
Variationsansatz.

In unmittelbarer Verbindung mit den Entwicklungen des vorigen
Paragraphen steht dic Einfithrung des sogenannten Viererpotentials
(91, 92, 03, q4)- Da unser invariantes Doppelintegral

ff A (A%, d" %, —d' x; dxy),

genomimen liber cine bc]icbige geschlossene Fliche, 0 ist, wird es, ge-
nommen iiber cine berandete IFliche, gleich einem lings des Randes
erstreckten einfachen Integrale sein:

(21) f(‘hdxl + o diy -+ qydxy+q,dxy),

woraus man nach dem verallgemeinerten Stokesschen Satze schlielit,
dal3

(22) Ay = :j{‘ . (‘j\’L: Rot ¢

gesetzt werden kann (womit dann die Maxwellschen Gleichupgen 1T
identisch erftillt sind). Dabel wird man, ohne die 4;, zu indern, die
aj ot af oy
Ov,dxy, dxy Gy
beliehige Funktion du X V(-rstdndun dic den nétigen Eindeutigkeits-
und  Stetigkeitsbedingungen geniigt.  Infolgedessen kann man die g
durch geeignete Wahl dieser Funktion der Bedingung unterwerfen,
dal ihre Grofidivergenz verschwindet:

qy- - ¢y noch um vermehren kénnen, unter [ cine

(23) Dy Oty Oy T
x 0wy 0.13 dx,

Dic ¢ haben dann gegeniiber Lorentztransformationen, wegen der in-
varianten Bedeutung von (22), den Charakter von Vektorkomponenten.

Dieser ganze Ansatz, der aullerordentliche formale Vercinfachungen
bictet, ist im Keime schon bei Maxwell selbst vorhanden, voll hervor-
gekehrt aber wurde er erst, wic es scheint, 1898 von Lidnard (I3d. 16
der Eclairage dlectrique), Aber natiirlich noch in unsymmetrischer
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Form, deren sich auch Lorentz in Nr. 4 seines Enzyklopiidicreferates V.14
bedient, wenn er schreibt:

. 1 da
(.X, Y , Z) = Eol '—blcld 7,

(L,M,N)=r10ta,
— unter 4 ein dreigliedriges »Vektorpotential‘ (ay, ag, ay), unter ®
ein Skalarpotential (des dreidimensionalen Raumes) verstanden, Schreibt
man hier nach unsern fritheren Festsetzungen
i X = Aig, 1Y == Aoy, 2 == Asa,
L= Aoy, M= 131: N == Ay,
ferner fiir %, v, z, ict baw. X1, %y, %3, %4 und nimmt endlich
(25) “1:“2:“3:992*91:“92:*{Is:i‘/¢1):
so fillt man genau auf die Formeln (22) zuriick. Dicse symmetrischen
Formeln sind natiirlich von Minkowski cingefiihrt; man vergleiche
scinen Vortrag vor der Géttinger Mathematischen Gesellschaft vom
Nov. 19072),
Wir tragen jetzt die Ausdriicke (22) in dic Maxwellschen Gleichungen I
ein. Wir erhalten dann dic 4 Gleichungen:
d Div ¢

(24)

(26) Og.—%5, '=o0,
und daraus, indem wir (23) zu Hilfe nchmen:
(27) g, =0.

Die Differentia]gleichungen des clektromagnetischen Feldes sind hier-
mit wohl auf ihren einfachsten Ausdruck gebracht 3.
Ein weiterer Schritt ist, daB wir die Maxwellschen Gleichungen I:

NS i =1 9 ¢
g, fiir =1,2,3 4
%
in einen Variationsansatz zusammenzichen, Wir haben zu schreiben :
(28) 6ffffj{l}“’,cclxldxzdxadxa=04),
- - . "‘).

wo
A, =00 __ 0q

R PN P

!) Die Minuszeichen bej 91+ g2 g3 entsprechen dem Umstande, daB T.orentz
ein Rechtskoordinatcnsystcm (% 9, £) benutzt, wir aber im Anschlul an Iertz
ein Linkskoordinatcnsystcm.

%) Siche S.74.

3) Man beachte die formale Analogic mit S. 61, Formel (3) und (). (I1.)

) Wir lkehren zur iiblichen Bezeichnung  des Volumelements  durch
dxydx,. .. dx, zuriick.
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zu setzen ist und die Variation so gebildet werden soll, daBl wir die

..q, um belicbige dg,...d¢, indern (die nur an den Grenzen ver-
schwmdon miissen, was durch die Horizontalstriche beim Integral-
zeichen angedeutet wird). In der Tat finden wir die Variation &y
unseres Integrals nach den gewdshnlichen Regeln:

(29) 57 = ”[ [ \”og,(Véﬁ’aﬂdxldxad%dxm

was sofort zu den Maxwellschen Gleichungen I fiihrt.

Die Invarianz der Maxwellschen Gleichungen gegeniiber Lorentz-
transformationen liegt hier ohne weiteres zutage, weil A%, gegen-
ik

s
iiber diesen Transformationen ein Skalar ist. Aber auch die zwischen
ihnen bestehende differentielle Abhidngigkeit:

v 7] ~ 0
3:»,( > dqp )

erkennt man unmittelbar. Die A, bleiben doch ungeindert, wenn man die

1

. d . .
g, um irgendwelche 5-{« vermehrt. Schreibt man dementsprechend in
i

. . . . ad .
die Variation (29) fiir die d¢, die Werte D(-‘L , 5o bekommt man die

identische Gleichung:

JL”I.M jf:)ax{ (,._./ %%—"ﬂ dx, dxydxy dxg=0;

durch Umgestaltung vermége partieller Integration fiir ein beliebiges
&/ ergibt das:

J j”af{_,ax ( ’%&:)]dxld%dx,, dx, =0,

wo nun die genannte Abhingigkeit hervorleuchtet.

s ist interessant, diesen véllig symmetrischen Variationsansatz mit
dem unsymmetrischen zu vergleichen, den wir Bd. 1, Kap. V nach Mac
Cullagh gaben. Wir haben, um letzteren zu Dbekommen, in unscren nun-
mehrigen Entwicklungen nur g, = 0 zu setzen (was an sich keine Ein-
schriinkung ist, aber nur die Variationen 8¢y, 0y, 0gy zur Geltung
kommen lifBt).

Variationsansitze sind immer besonders brauchbar, wenn es sich
um Einfithrung neuer Verinderlicher handelt. Diese Regel wollen wir
noch benutzen, um uns zu iberzeugen, dafl die Maxwellschen Glei-
chungen bei der allgemeinsten konformen Transformation der #;...%,,
also bei der ganzen Gy, welche

(30) (@23« daf) =g dyit e+ avD) (o= 0)
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bewirkt, invariant sind. Unser Beweis beruht einfach darauf, daB der
Variationsansatyz (28):

6I[E§ka-dx1dx2dxadx,,‘=o

bei beliebiger konformer Transformation nicht geidindert wird,
Sei, wie in (13),
%= @i (Y1, Y2, 31, 34) -
Dann ist zunichst, wie seinerzeit Jacobi darlegte, und wir in (12),

(14) vermége der GraBmannschen Schreibweise des Differentials noch
anschaulich gemacht haben,

(31) A%y dxydrg-dx, durch D*dy1°dy3-dy3-dy4
Zu ersetzen, unter D die Funktionaldeterminante
=g ... 0
D T, .. )

verstanden,.
Bleibt zu untersuchen, wie sich

7] I}
2 = 2 32—y

umsetzt,

2 3
2) =Gt dy, + - +Goedy,

(deren Determinante eben die Funktionaldeterminante D ist). Die

. 9 . . .
Operation =— » -+« 3 und ebenso die ¢; verhalten sich natiirlich zZu
dx, a1, :

den dx, kontragredient (letzteres, weil §1d%; + -0 7444 invariant
sein soll). Wir haben beispielsweise (inflem wir die transformierten g
durch Horizontalstriche bezeichnen)

: 5 =99 .99

(33) ;= 3y, ¢+ +—a‘;,794-

Es kommt nun darauf an, die transformierten 3, also die GroBen
« ") ag, g

34 L N

(34) Ain " Gy

tionen (32), (33) konstant wiren. Insofern sind wir, wie frither, im Be-
reich der elementaren Invariantentheorie: die A:w verhalten sich wie

=4
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die Determinanten aus zwei Reihen zu den dx kontragredienter
GroBen.

Wir sind sogar im Bereich der orthogonalen Substitutionen, nur
daB Sdx} vermége (30) nichtin Y'dy?, sondern eben in ¢2 Ydyf iiber-
gefithrt wird. Eine kurze Uberlegung zeigt, daB die Substitutions-
determinante D nun nicht o 1, sondern -4 p* ist, daB andererseits
T3 in Y'A%: ot iibergeht. Die beiden unter dem Integralzeichén
hinzutretenden Potenzen von ¢ kompensieren sich also gerade gegen-
seitig und das Integral bleibt bis auf einen etwaigen Vorzeichenwechsel
ungeindert. Dieser Vorzeichenwechsel ist aber bedeutungslos, wenn
wir die Variation des Integrals = O setzen wollen. Die. Maxwellschen
Gleichungen bleiben also in der Tat ungedndert.

§ 5. Beispiele fiir die Anwendung unserer Viereranalysis
auf besondere Probleme.

Wir haben als Transformationsgruppen, welche die Maxwellschen
Gleichungen invariant lassen:

1. die Lorentzgruppe,

2. diese umfassend die konforme G5,
und es entsteht die Frage, welchen Nutzen wir hieraus ziehen kénnen.

In allen solchen Fillen bieten sich fiir das mathematische Denken
zwel Stufen:

a) die Benutzung der Transformationen, um aus bekannten Bezie-
hungen neue zu machen,

b) die Entwicklung der Denkgewohnheiten bis zu dem Grade der
Abstraktion, daB man nur noch auffaBt, was bei der Gruppe invariant
ist. Dieser Entwicklungsproze8 wurde am Beispiel der neueren
Geometrie, was die projektiven Umformungen des Raumes angeht,
schon in Bd.1, Kap.IV geschildert: der durchgebildete Projektiviker
148t alle die Ubertragungen durch Projektion, welche frithere Geometer
vollzogen und als wesentliche Resultate ansahen, nur mehr als Selbst-
verstandlichkeiten gelten; sie sind fiir ihn verschiedene Fassungen
desselben Grundgedankens.

Genau die beiden Stufen sind bei der Lorentzgruppe, wie schon
oben angedeutet, durchlaufen worden. Urspriinglich — bei Lorents
selbst, bei Larmor u. a. — nur ein Hilfsmittel im Sinne von a), wurde
sie durch Poincaré und vor allem durch Einstein und Minkowski die
Grundlage einer neuen, dem Standpunkt b) entsprechenden ,,Welt-
anschauung".

Anders bei der G,g, die tiberhaupt noch nicht viel Aufmerksamkeit
auf sich gezogen hat. Sie ist bisher nur im Sinne von a) benutzt
worden, und das Gefithl der Physiker, die ich danach fragte, striubte
sich durchaus dagegen, den Ubergang zu b) zu vollziehen.

i
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Dem referierenclen Charakter dieses Buches entsprechend werde auch
ich weiterhin fast ausschlieBlich die Gyo behandeln; dabei will ich
nicht erst Kompromisse mit dem tiberkommenen dreidimensionalen
Denken  schlieBen, sondern  der jeweilige vierdimensionale Ansatz
soll von vornherein in seiner ganzen Einfachheit zur Geltung gebracht
werden.

Sprechen wir in diesem Paragraphen von der Verwendung  der
Lorentzgruppe im Sinne a). Ich werde nur zwoi Aufgaben heran-
bringen, die beide ein einzelnes Elektron betreffen. Seine jeweiligen
Koordinaten mdogen mit ¥1. . .%y bezeichnet scin. Wir missen dann,
um nicht unsymmetrisch zu sein, den Begriff der Geschwindigkeit
fallen lassen (welcher cine Bevorzugung des x, implizicren wiirde).
Vielmehr wollen wir ¥1-. .4y nach dem invarianten Bogenelement

(35) ds=|dxi+daj+ dx - dal

differenzieren und den Inbegriff der Differentialquotienten:
drn Iy

(36) W T e, =

als Richtungsvektor bezeichnen; selbstverstandlich ist dabei
(37) AR =]

Wir kommen der gewdhnlichen Auffassung entgegen, wenn wir durch
geeignete Lorentztransformationen im einzelnen Augenblicke

¥p =Xy = a3 =%, =0 und ebenso ¥ o= 4l = xp =0

machen, wobei #} = 4- 1 gemommen sein soll.  Minkowski nannte
dicses Nullsctzen der 8 ersten Richtungskomponenten: das Elekiron
auf Rube transformieren. Wir ziehen dann fiir ein solches ruhendes
Elektron die traditionellen physikalischen Kenntnisse heran, um aus
ihnen mittels einer belicbigen Lorentztransformation allgemeinere Ge-
setze herzuleiten,

Erste Aufgabe: Einwirkung eines gegebenen clektromagnetischen
Feldes auf ein beliebig bewegtes Elehiron.

Gegeben sind die A1, die mit den gewdhnlich gebrauchten X, Y, Z,
L, M, N nach unseren fritheren Festsetzungen so zusammenhidngen ;

X =21, eV =2y, eZ=,, (e=1=1)
L=3},,, ﬂ"[z-*/".“, N=1],.

Wir bilden uns daraus den Begriff der Viererkraft, d.h. cines auf das
Elektron wirkenden Vierervektors, dessen drei erste Komponenten
Py, Py, Py den Kraftkomponenten der gewthnlichen Mechanik ent-
sprechen sollen, wihrend die vierte, P,, s0 zu berechnen sein wird,
daf3 alleweil

(38) 81 P+ % Py Pyt 5P =0
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sein soll. Fiir ein ruhendes Elektron von der Ladung ¢ haben wir dann
gemiB den traditionellen physikalischen Gesetzen im gegebenen elek-
tromagnetischen Felde die Viererkraft anzuschreiben:

(39) Pi=¢X, Py=eY, Py=¢Z, P, =0,
also in den 4;5:
(89) Py=-—cgely,, Py=—¢ely, Py=—cchy,, P,=0.

Ferner werde postuliert, daB bei einem bewegten Elektron die VICICI'—
kraft nur noch von den ersten Differentialquotienten x7... %, ab-
hingt, und zwar linear. Dann ist klar, daB die Formcln (39) als
Spezialfall folgenden allgemeinen Ansatzes anzusehen sind:

(40) Pi=—cte Sk, -... Py=—ce N5,
% %

Hiermit ist unsere Aufgabe bereits gelost; wir wollen aber noch
einiges wenige iiber die Bewegung des Elektrons im gegebenen Kraft-
felde sagen. Nach Analogie mit der gewohnlichen Mechanik setzen wir
an (unter m die trige Masse verstanden, die mit dem Elektron ver-
bunden ist):

(41) ¢7zx;'=Pi=—aeEk'likx,;.

Driickt man hier die A, durch das Viererpotential g des Feldes aus,
so lassen sich diese Differentialgleichungen wieder elegant in einen
Variationsansatz zusammenzichen (der dem Hamiltonschen Prinzip der
gewdhnlichen Mechanik entspricht):

(42) 6J‘ <ﬁ~ Zx"’ +ee q' xi>ds

(die #x; sind zu variieren; die Horlzontalstrlche beim Integralzeichen
sollen, wie {rither, andeuten, daB3 die Variationen an den Integral-
grenzen verschwinden). In der Tat, bilden wir aus (42) nach den all-
gemeinen Regeln der Variationsrechnung die Gleichungen

()
g% a()
s T m
so fallen wir genau auf die Formeln (41) zuriick. — Da Yx® == 1 ist,

konnen wir das Prinzip (42) auch durch das folgende cx:.ctzcn, welches
fiir bestimmte Auffassungen Vorteile bictet,

(43) 6_[(111]/}5372 +se qlxi) ds==0.

1) Denn nach (13) S. 81 stellt (40) jedenfalls cinen Vektor Py, ..., Py dar, und

4
“x, P, ist invariant. TFir das speziclle System &) = &} == #) == 0, #] = 1 haben

=1 4
die Komponenten die durch (39') gegebenen Werte, die 3 #; Py = 0, also (38),

il

erfillen. Folglich gilt (38) in jedem System.
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Hier sind alle Terme homogen erster Ordnung in den #}, wir kénnen
also auch schreiben;

(43) 6 Y Sant+eo Yg,ax)=0.
— i 1

Zweite Aufgabe: Von dem elektromagnetischen Felde eines gleich-
formig bewegten Elektrons.

Ich will, um nicht zu viele Indizes nebencinander schreiben zu
miissen, statt x,, x,, ,, %y wieder , v, z, I setzen, und fiir 7, %y, Xy, %;,
kurzweg «, B, y, & (wobei natiirlich 2 - B2+ 202 =1 ist). Ein
Elektron wird gleichférmig bewegt heiBen, wenn es Im R, eine gerade
Linie beschreibt, wenn also seine Koordinaten sich in die Gestalt setzen
lassen:

(44) ¥o 4 S, vy + sB, A+ sy, l,-sé.
Zwecks Bestimmung des Feldes suchen wir das zugehdrige Vierer-
potential auf.
Wieder wihlen wir als Ausgangspunkt des Elektrons zunédchst den
Koordinatenanfangspunkt und transformieren auf Ruhe, setzen also
xo=y0==zo=l0=0; ‘X=ﬂ=}’=0, O =1.

In diesem Koordinatensystem mégen die laufenden Koordinaten

%,9,%,1 heiBen. Den elementaren physikalischen Anschauungen wird
dann folgendes Viererpotential entsprechen :

(45) §m=o: §v=05 §z=0) §l="—"‘;5
WO 7= :%?;&'2 +2+2 und e= Y—1 ist. In der Tat sind dadurch
die Gleichungen

O¢p=---=0g,=0, Divg=0
erfiillt. Nun berechnen wir aus (22) S. 91 die Komponenten des elek-
tromagnetischen Feldes:

}Z’:-—a/'—lm‘—"%, i"=“8224 :%’ 2:;'—8;[34‘;;’
.Z*:-‘O, M=O: N:O’

was mit der traditionellen Auffassung {ibereinstimmt.
Es kommt jetzt nur darauf an, das Viererpotential (45) auf den

allgemeinen Fall der Gleichungen (44) zu tibertragen. Ich behaupte,
daB die Losung die folgende ist:

o seq ge se ed
W e=—%. a=-%f gt n=—22,

wo R sich so darstellt:

(46) R=- V((_x“xo)2+“'+(l~lo)2)“(°ﬂ(x'—xo)+"'+6(l_l°))2'
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Zum Beweise geniigt es zu bemerken, daB (46) einen Vierervektor
festlegt (weil R aus lauter Skalaren zusammengesetzt ist), und daf (46)
in speziellen Fillen in (45) {ibergeht. Man wird tibrigens R, wie man
im besonderen Falle leicht sieht, als senkrechten Abstand des Punktes
%, v, 2,1 von der vom Elektron beschriebenen Weltgeraden (44) inter-
pretieren konnen.

Der auf der Weltgeraden zufillig herausgegriffene Punkt %, ¥o, 20, lo
spielt in (46), (46') keine besondere Rolle. Denn man sieht, daB
R sich auch folgendermaBen schreiben 148t:

R=Y3b%is.
wo die p,;; die zweigliedrigen Determinanten des Schemas
F—% Y—Yo 2—2% I—1
3 B y d
sind, die ihrerseits gewiB ungeandert bleiben, wenn man x4, ¥, %o, lo
durch die allgemeinen Ausdriicke (44) ersetzt..
Man kann diesen Umstand benutzen, um die Formeln (46), (46°)

noch zu vereinfachen. Man wihle namlich den Punkt x4, ¥, Zo, [, auf
der Weltgeraden so, daf3

(1 — 29 + (y— y0)? + (= 29* + (L — g2 =0Y). -

Dann wird
ed

ea ef
3 ‘Jl:_“'P’

(4:7) q:c:m:‘ﬁ': (11/——‘—?; g.=
WO

@7) P=(a(z—x)+By—y) +7—z) + 30—l

Das so geschriebene Resultat ist ein besonderer Fall der Formeln,
welche Liénard 1898 (Bd. 16 der Eclairage électrique) und unabhiingig
von ihm Wiechert 1900 (Archives Neerlandaises, 1900, S. 549) fir das
Viererpotential eines beliebigen gew#hlten (punktformig gedachten) Elek-
trons aufgestellt haben; wir kommen auf diese Formeln zurlick (S.115).

Die behandelten beiden Beispiele mogen fiir die Verwendung der
Lorentzgruppe G, in dem oben mit a) bezeichneten Sinne gentigen.
Wollte man, bei unserm zweiten Beispiel, statt ihrer die konforme G5
verwenden, s0 wiirde man den Fall eines Elektrons erhalten, welches
sich im R, der x, y, 2,1 auf einem Kreise, im Raum der x, y, 2, t daher
auf einer Hyperbel bewegt, deren Asymptoten zwei Erzeugenden des
Kegels d»® + - - - — c2d#2 = 0 parallel laufen. Es ist dies der Trall der
von Born so genannten ,,Hyperbelbewegung* (eines Elektrons). — Ich
muB es mit dieser Andeutung hier bewenden lassen. —

o3

1) Hierdurch ist #,, ¥o, 2y, Iy erst bis auf ein unbestimmtes Vorzeichen festge-
legt, eine cindeutige Verabredung werden wir im nichsten Abschnitt treffen,
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§ 6. Die Relativititstheorie der Lorentzgruppe.

Wir haben nun den Punkt b) des vorigen Paragraphen ctwas aus-
zufithren. Von Bedeutung soll also nur noch sein, was gegeniiber der
Lorentzgruppe invariant ist; etwa, daB ein Skalar einen bestimmten
Zahlenwert hat, daB ein Vierervektor oder cin Zehnertensor oder die
Vektordivergenz eines Zehnertensors  identisch verschwindet usw,
Alle Aussagen der Physik miissen so zusammengefalit werden, daB sie
diesen Charakter haben. Das ist dic cigentlich relativistische Denk-
weise, welche wir als das Endergebnis der Theorie anzuschen haben,

Die physikalischen Entwicklungen der gegenwiirtigen Darstellung
gehen leider nicht weit genug, um hierfiir cine gréBere Zahl von Bei-
spielen zu haben,

So werde hier nur betont, daB gegeniiber der traditionellen Auf-
fassung der Physik, was sonst als Skalar crschien, jetzt entweder ein
Skalar bleiben, oder die vierte Komponente cines Vierervektors, oder
die letzte Komponente cines Zehnertensors sein kann (wie man sofort
sieht, wenn man die Lorentz-G,,, indem man 7 = | setzt, auf die ge-
wohnliche Euklidische Gg reduziert; die vierte Komponente eines
Vierervektors und die letzte Komponente eines Zehnertensors werden
dadurch etwas fiir sich stehendes).

Skalare bleiben z. B. die Masse 1 und die Ladung ¢ (cincs Elcktrons),
wenn wir sie so einfilhren, wie dies in (41) des vorigen Paragraphen
geschehen ist.

Komponente eines Vierervektors wird das skalare Potential des
elektromagnetischen Feldes (das @ der Formel (24) in §4), Komponente
eines Zehnertensors (wie schon am SchluB von § 1 erwiihnt) seine
spezifische Energie,

Diesen besonders wichtigen Zehnertensor (Formel (17) des §1)
méchte ich noch, damit die Verbindung mit der traditionellen Physilk
klarer zutage tritt, in den Komponenten X, Y, Z,L,M,N anschreiben,
unter Abspaltung des Faktors ec¢ aus den Gliedern der letzten
Horizontal- und Vertikalreihen, Er lautet dann so:

Seine Komponenten sind zu
axt 2dx Ay, dy*,..., di*

L2—Jg2— N2 . _ . 3 NY -MZ
1, (-f—X2~Y2—-—Z‘~’) LM+XV LN+X7 e

o M2—N2_ 12 5 LZ -NX
LM+XY Y, (w]_ Y2~X2~Zﬂ> MN-+Y2Z TRSALE

. , . No— L2 72 MX—Ly

s mwevz (Ul TR
NY Mz LZ-NX MX_Ly 1 (Lﬁhl—Mﬂ—FN“)
— M2 AR S AR —sa\ b 10y ve s

AT
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kontragredient. Ich habe die Terme durch Querstriche gleich so
voneinander abgetrennt, wie es die traditionelle physikalische Auf-
fassung verlangt:

Der letzte Term bedeutet, wie schon gesagt — jetzt mit umge-
kehrtem Vorzeichen — die spezifische Energie.

Die 3 anderen Terme der letzten Horizontal- oder Vertikalreihe
werden wir als elekiromagnetischen Impuls bezeichnen.

Die ersten neun Terme aber sind das, was man sonst die Maxwell-
schen Spannungen des Mediums nannte.

Nun war doch ecine wesentliche Eigenschaft das Zehnertensors
(48), daBl seine Vektordivergenz identisch verschwand.

Fiir die vierte Horizontalreihe schreibt sich das jetzt so:

(49)

(), 8() @ (LA M>4 N2 X2 V2 22
+ %55+ 5 =ar( 56 )
Dies driickt in der Form, welche Poynting zuerst gegeben hat (Phil.
Transactions 1884) das Gesetz der Evhaltung der Emergic aus: Die Im-
pulskomponenten sind als ,,Stromungskomponenten der Energie an-
zusehen (weshalb man auch von cinem Poyntingstrom redet).

Aber zugleich ergibt sich hier, daB dieser Satz nur einer von 4 koordi-
nierten ist; die drei andern besagen, dafl} entsprechend die Maxwell-
schen Spannungen der einzelnen Horizontalreihe als Strémungskompo-
nenten der cinzelnen Impulskomponente anzusehen sind.

Der Energiesatz und die drei Impulssiitze verschmelzen also wieder
zu einer Einheit, wie dies fiir das Gebiet der klassischen Mechanik
schon in A, § 2 gezeigt (oder in Aussicht gestellt) wurde.

Genug dicser allgemeinen Auscinandersetzungen! — Wir dlteren
Torscher vollziehen die innere Umschaltung der physikalischen Auf-
fassung, wic sic die konscquente Relativititstheorie der Lorentzgruppe
verlangt, immer nur mit einer gewissen Miihe; es ist dic Aufgabe der
jiingeren Generation, vollends in die neue Denkweise hineinzuwachsen ).

) Es fragt sich, ob dic Relativititstheorie der konformen Gruppe Gy, fiir das
physikalische Denken jemals dieselbe Rolle spiclen wird. Ich glaube dies nicht.
Die Lorentzgruppe hat bei allen Abweichungen im einzelnen immer noch eine
gewisse Verwandtschaft zur Galilei-Newton-Gruppe der klassischen Theorie, die
sich am deutlichsten darin ausspricht, da3 letztere als Grenzfall der ersteren fir
den Fall unendlich groBer Lichtgeschwindigleit anzuschen ist (Siche S.87, § 2).
Der Ubergang zur Relativititstheorie der konformen (7 wiirde viel radikaler
wirken. Man bedenke nur, dald dic Gy jede belicbige Tranformation durch rezi-
proke Radien in sich begreift, daB cs also bei ihr miglich ist, jeden beliebigen
Raum-Zeitpunkt %y, ¥o, 24, %y ins Unendliche zu werfen, —— Eben deshalb (weil
sic den Unterschied des Endlichen und des Unendlichweiten aufhebt) hat auch
die Denkweise der projektiven Geometrie in der Physik keine rechte Wurzel
schlagen kénnen.
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III. Hervorkehrung der Realititsverhiltnisse der
Lorentzgruppe.

Wir haben uns jetzt mit den Festsetzungen und Umiinderungen
zu befassen, die nétig sind, wenn wir fiir ¥, v, %1 wieder %, y, 2, gct
setzen (unter ¢ die Lichtgeschwindigkeit verstanden) und uns dann auf
reelle Werte der #, ¥,z ¢ beschrinken. Den Inbegriff dieser reellen
%, ¥, %, nennen wir mit Minkowski die Welt.

§ 1. Einleitendes.

1. Die fundamentale quadratische Form, deren Invariang dic homo-
genen Lorentztransformationen bestimmt, heif3t jetzt:

1) = {x—=2%)%+ (y—po)* + (2= zg)®—c® (£ —1)".

Indem wir Vf_ als Entfernung aweier Weltpunkte bezeichnen, erhalten
vir fiir den Abstand ds zweier unendlich naher Punkte:

@) ds® = dx® 4 dy? + dz®— c2dse, 1)

Neben die Linge des Bogenelementes ds sctzen wir - dem indefi-
niten Charakter der quadratischen Form entsprechend —- aweckmiBiger-
weise seine Dauer dv. Wir setzen :

A vt d oy - d 52
(3) dr = a2 — {_,1 ‘l @y I .

P

2. Kogredienz und Kontragredienz fallen jetzt nicht mehr genau
zusammen. Wir haben namlich als Skalar jedenfalls die Polare der Diffe-
rentialform (2):

4) Axd'x +dydy 4-ded'z—cdid'L.
Andererseits mége die Linearform
(5) ud'x +ody - wd'y - d't

ein Skalar sein. Die zu ax’, dy’', dz', dt’, also auch zu da,dy, dz, dt
kontragredienten #, v, w, w, substituicren sich crsichtlich  wie
dx,dy,dz, —ctdi. Fir sic gilt als fundamentale quadratische Form :

(6) %% - v g2 7:_ .

Wir miissen dementsprechend jetzt durchweg aweierled (mueinandre
duale) Vierervektoren unterscheiden.

Y Natiirlich kann man diese Differentialform an die Spitze stellen, was die
Schreibweise abkiirzt; ich betone aber, daB wir ¢s bei der Lorentzgruppe noch
mit den algebrajschen Ansitzen der elementaren Invariantentheorie, also mit den
Aunffassungen von GraBmann-Cayley zu tun haben, und es keinen Zweck hat, mit

Riemann ein allgemeines ds? = 2a, p¥ dx, (mit mirgendwie' von den # abhin-
genden a,,) an die Spitze zu stellen.
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3. Insbesondere werden die Symbole

o 4 08
dx’ 9y’ 8z’ 9¢
jetzt zu den dx,dy,dz, di kontragredient sein, So lautet der Skalar
erster Ordnung, den wir aus einem gegebenen Skalar f ableiten konnen,

jetzt
a]‘ 2 af 2 af 2 1 af 2
@ )+ (35 + (GE == (50)
und mit [] wird der Differentialoperator 2. Ordnung zu bezeichnen
sein:

% 92 a2 1 2
®) O=gatiptos—wsa
Die GroBdivergenz eines Vektorfeldes 2. Art aber wird lauten:
du dv | dw 1 9w .

4. Die fritheren orthogonalen Substitutionen:

A% =0y A% + typ B%y + 03 EX5 + 0ty A%,

schreiben sich jetzt folgendermalfen:
dx=o,dx+ o, dy+o3dz€eca a2,
d'y=gy, dx+ oy, dy -+ oygdzd-Ecoy,dt,

(10) d'z==oy, 8%+ g dy g dz 4 ecag,dl,
Jt:a“dx+aijy+d“dz+a“dL

Da wir die Lorentzgruppe fortan auf reelle Substitutionen der %, y,z, ¢
beschriinken, so miissen o4, ®gq, tgq UNd &4q, tge, dqg Tein imagindr,
die tibrigen o, reell genommen werden, wie man leicht durch Ein-
setzen spezieller Wertsysteme dx, ..., df erkennt.

Die independente Darstellung der so definierten homogenen Lorentz-
substitution durch Biquaternionen ergibt sich aus § 2 des vorigen
Abschnittes folgenderma@en: Sei

=11
S

Seien ferner Q,, Q, reclle Quaternionen?):
Qr=14y + 7By + kCy + Dy,
Qo =14, 7B, + kCy - Dy,

3 D.h 4y,..., Dy reell.

R g e B
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welche der ,,Orthogonalitétsbedingung" unterliegen :
4,4, + BBy + €,y + DD, =0.
Dann schreiben sich die Substitutionen (10) in der Form:
) @it eGdx+jdy+ kda)(Q—e Qa)
=@+ eQn) (@t + e(dr+jdy + hag)).

5. Sprechen wir jetzt vom Viererpotential ¢, 9y, 9z, g; und der
dadurch ermdglichten Schreibweise der Maxwellschen Gleichungen.
Unsere neuen g werden als Vektor 2. Art anzusehen scin, weil doch,
wie auf S. 91 bemerkt, 92d% + g,dy + q,dz + ¢, dt skalar sein soll.
Die Beziehung zu den fritheren 91, 92, 93, g4 st also:

(12) =0 @=0, ¢:=¢, ¢ =ccq,.
Die Divergenzbedingung lautet :
(13) 99 | 04y  9¢. 1 dg, 0.

dx ay 0z 2 Fi
Die elektromagnetischen FeldgréBen sind jetat durch die Determi-
nanten des Schemas

‘ ,_6 7(9‘“ -a __i- |
0% 05 oz icot |
T ¢ @ 2 f

gegeben. Beriicksichtigen wir, daB wir
My=¢eX, hyy=cY, o= eZ, dyy=1, Ay =M, =N
gesetzt haben, so ergibt sich:

(=99 94.
(14) T edi cax
L =9%_ 94

dy vz’ o

was mit den auf S, 92 angegebenen Formeln von Lorentz iibereinstimmt,
wenn wir sein (dreidimensionales) Vektorpotential a —- — (Gas 9y, 3)

und sein ,,skalares” Potential Q= {i setzen (siche Formel (25) cben-
da). Fiir unsere necuen ¢ aber gelten auBer (13) dic Gleichungen:
(15) O7.=0, Cg,=0, [Og,=0, [q =0,

unter [ den Operator (8) verstanden.

S 2. Geometrische Hilfsvorstellungen.

Wir werden nun mit Minkowski, aber vielfach iiber ihn hinaus-
gehend, die ,,vierdimensionale Welt” der x, Y, %, ¢ durch gewisse geo-
metrische Hilfsvorstellungen beleben.



FIU P ————
- -

B. ITI. § 2. Geomelrische Hilfsvorstellungen. 105

a) Algebraische Beziehungen1).

1. Entsprechend der Formel (1) des vorigen Paragraphen liuft von
jedem Punkte wy, vy, 24, #, ein ,,Hyperkegel*

) ==+ =y (— st et (-t =

aus. Alle diese Kegel sind ,,parallel gestellt”; sie schneiden den un-
endlich fernen R, unserer vierdimensionalen Welt in demselben fun-
damentalen Gebilde. Um dies reinlich darzustellen, fithren wir vor-
iibergehend homogene Koordinaten sein, indem wir setzen:

: =5 b & &
@) T YT T =g
Das betreffende Gebilde wird dann durch die Zusammenstellung der
beiden Gleichungen dargestellt sein:

(3) §=0, &+EE+EH—cEE=0,

in (kontragredienten) Ebenenkoordinaten #,,w,,v,,v,, v, werden wir
mit der einen Gleichung von verschwindender Determinante:

v‘.!
(4) Mot —2 =0

ausreichen. Fiir alle Realitdtsverhiltnisse maBgebend ist die in diesen
Gleichungen auftretende Vorzeichenkombination. Wir werden unser
Fundamentalgebilde (3) dementsprechend als Ellipsoid bezeichnen.
Die Hyperkegel f = const enthalten alle dieses Ellipsoid und sind eben
dadurch gekennzeichnet.

2. Anschaulicher wird dieses Sachverhiltnis, wenn wir um cine
Dimension herabsteigen und uns ctwa auf z = z, beschrinken, «, y, ¢
aber als rechtwinklige Koordinaten eines Ry interpreticren. Wir haben
dann lauter Rotationskegel:

(5) (8 — x)% - (v—yg)* =Pt — )% = 0.

Sie haben zur f-Achse parallele Rotationsachsen, und wir diirfen
sie, wenn wir das Zentimeter und die Scekunde als Einheiten zugrunde
legen, als sehr flach bezeichnen; hat doch die Lichtgeschwindigkeit ¢
dann den ,schr groflen Wert 3-101° ¢cm/sec.  Dieg hat abstrakt mathe-
matisch natiirlich wenig auf sich, psychologisch aber um so mehr. Denn
es macht infolgedessen der Anschauvung keine Schwicriglkeit, den TFall
¢ =00, wo (5) in die doppeltzihlende Ebene ¢ = ¢, {ibergeht, als
Grenzfall aufzufassen,

3. Wir erkennen bei dieser Einschriinkung auf 3 Dimensionen,
daB ¢s mit den geradlinigen Erzeugenden der Hyperkegel (1)

(6) X =2y oo, y= 1y, of, x=zy-- 0y, t =1, - 00

) Wegen der mehrdimensionalen Ausdrucksweise vergleiche man etwa den
2usammenfassenden Artikel von Segre: Enzyklopidie, Bd. 3 C, 7.
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(Wo a® +- B2 9% — £2 §2 — 0 sein soll) eine besondere Bewandtnis hat.
Eine solche Erzeugende ist fiir jeden ihrer Punkte Kegelerzeugende.
Mehr noch; alle die Kegel, welche von den Punkten der Erzeugenden
auslaufen, berithren sich lings der Erzeugenden. Indem wir die
sdmtlichen Punkte der Erzeugenden mit der zugehdrigen, in diesem
Falle festen, Tangentialebene:

(7) =, vy=f, =9, vy =— (2§

zusammennehmen, haben wir ein einfachstes Beispiel fiir das, was wir
spiter?) mit Lie einen Streifen nennen werden (nur daB im allgemeinen
bei einem Streifen mit dem Punkt der Streifenkurve die zugehdrige
Tangentenebene wechselt).

4. Indem in (1) nur die QuadratederDifferenzen (F—%), ..., (t—1y)
auftreten, werden die x-, ¥-, z-, t-Achsen des Koordinatensystems zu
irgend 4 , konjugierten Durchmessern unseres Hyperkegels parallel.
Offenbar bleibt diese Sachlage bei beliebiger Lorentztransformation un-
gedndert, und wir kénnen die einzelne Lorentztransformation so
wihlen, daB irgend ein Quadrupel konjugierter Durchmesser von (1)
zu den Achsen parallel wird.

Dabei ist es wichtig, die von ), Yos %, £ auslaufenden reellen Vek-
toren:

(8) (x— =), (¥ — o). (2 —2y), t—1,)

in raumartige und zeitartige zu trennen. Ein Vektor heiBt raumartig,
wenn fiir ihn f> 0 ist (wenn er also in dem »flachen** Weltteil | auBer-
halb® des Kegels (1) verlduft), zeitartig, wenn fiir ihn [<0ist. Im
Ubergangsfall, wo er in eine Kegelerzeugende fillt, =0, heiBt er sin-
guldr. Es ist nur eine andere Ausdrucksweise fiir das Trigheitsgesetz
der quadratischen Formen, wenn wir sagen, daB von 4 reellen kon-
jugierten Durchmessern des Hyperkegels (1) immer 3 raumartig, 1 zeit-
artig sind.

5. Dadurch, daB wir ]/7 als Entfernung zweier Weltpunkte be-
zeichnen, kommen wir in den Bereich der allgemeinen affinen MaB-
bestimmung, Die »Linge" eines raumartigen Vektors ist dann reell,
die eines zeitartigen rein imagindr, die eines singuliren Null. Die
Punkte des fundamentalen Gebildes (3) haben von einem beliebigen

Raumpunkte eine Entfernung o Zwei von %y, v, z,, ¢, auslaufende

Vektoren werden senkrecht zueinander heifen, wenn sie in bezug

auf (1) konjugiert sind, d. h, wenn der eine in der Polarebene des
anderen liegt usw.

Y) Dieser Hinweis bezieht sich auf das -geplante vierte Kapitel, das unaus-
gefiihrt geblicben ist. Vgl. das Vorwort. (H.)
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b) Die einfachsten Ansidtze der Infinitesimalgeometrie.

1. Wir werden jetzt x,y, z,¢ und x,, ¥, 29, £ als benachbart
voraussetzen. Der Vektor (8) soll dann durch den anderen:

9) dx, dy, dzf, di

ersetzt werden. Die quadratische Form (1) verwandelt sich in das
Quadrat des Bogenelementes

(10) ds? = dx® -} dy® + dz*—ctdi?.

Sollte dicses negativ ausfallen, so ftihren wir, wie bereits in (3) des
vorigen Paragraphen, ein

o o Ax2dy?--dzt
(11) At = g2 — S

]

wo dt nunmehr (nach Minkowski) das Element der Eigenzert heiflen
soll. Wir setzen noch fest, dalBl ds bzw. dr, falls sie reell ausfallen
und nicht gerade verschwinden, immer positiv genommen werden
sollen. Natiirlich unterscheiden wir die Vektoren (9), je nachdem daf3
dsa\’<>0, als rawmartige, zeitartige und singulire. Den Hyperkegel,
den die singuliren Fortschreitungsrichtungen (9) erfiillen:

(12) adx? A4 dy? 4 dz?—c?dt? =0

pflegt man, im Zusammenhang der folgenden Infinitesimalbetrach-
tungen, einen Mongeschen Kegel zu nennen, weil Monge in seiner
grundlegenden ,,Application de Panalyse a la géometrie’'1), zucrst der-
artige nichtlineare Differentialbezichungen geometrisch gedeutet hat,
natfirlich unter Beschriinkung auf 3 Dimensionen. Die singuliren
Fortschreitungsrichtungen miissen im folgenden immer gesondert be-
trachtet werden.

2. Bei irgendwelchen in der Welt %, ¥, z,t verlaufenden Kurven
werden wir raumartige und zeitartige, cvtl. auch singulire Stiicke
unterscheiden; bei den ersteren werden wir von ciner Linge s == f ds,
bei den zeitartigen Stiicken von ciner Eigenzeit 1 = fdr sprechen
(wobei die Integralgrenzen auf dem Stiick beliebig genommen werden
konnen).

3. Wir konnen die ,,Richtung’’ der Kurve in einem ihrer Punkte
dementsprechend  durch,

&

_dt
T ds

|

dv , d . d
(13) =" =Y gt

1
T ds’ Tds’ a5 !

x

S

1) Zuerst crschienen 1808. Die =zweite, von Liouville besorgte Ausgabe
(= ,,5. Auflage’’), 1850, in welche neben viclen interessanten anderen Einzel-
heiten insbesondere auch GauB’ Disquisitiones circa superficies curvas (1827)
aufgenommen sind, ist sozusagen die Bibel der modernen Differentialgeometric:
auf ihr ruht die groBartige Entwicklung, welche die genannte Disziplin bei allen
Nationen genommen hat. Vgl Bd. I. S, 77.
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festlegen, oder auch durch

. adx dy . dz B dar
(14) YR Y=g fEgp i=g,

wobei jenachdem
(1) w'®4y24z2_@2pe 1 oder 22—’31'!1%:_‘*_?.2:1,

Analog wird man die »Krimmung® der Kurven durch die zweiten
Differentialquotienten

(16) 29", 208 baw, &, v, 2,1t

festlegen. Dabei ist

(IT) %'x" 49"y 422" — 28" =0 baw. £ —

Richtungs- und Krimmungsvektor stehen also immer aufeinander
senkrecht.

Als , Kritmmungsradius* ¢ wird man den reziproken Wert der
Quadratwurzel
(18)
bezeichnen,

4. Es ist wichtig, sich zu tiberzeugen, daB die raumartigen bzw.
zeitartigen Geraden der Welt zugleich ihre geodatischen Linien
sind, d.h. die Lésungen der Variationsprobleme

(19) 3[ds=0 baw. §far—o

bilden. Die kleine Rechnung sei nur fiir die raumartigen Linien durch-
gefiibrt. Wir werden dann (19) ausfiihrlicher schreiben

R by, l/;:‘ +

(20) O[T e gy

und hier x, ¥, 2, ¢ bei Festhaltung der Grenzen als Trunktionen von s
beliebig variieren. Dies gibt nach den Regeln der Variationsrechnung :

d *
P2y e

und hicraus, indem wir (15) heranzielien, durch direkte Integration:

x’:al y':ﬁ, z'::'y, =4
oder in Ubereinstimmung mit (44}, S. 98:
P = mobsa, g =gyt s, zmzyb sy, fe itk 580

Fir die singuliren Geraden versagt dieser Ansatz, weil bei der Zwischen-

) Wobei jetzt natiirlich ¢? + B2 ¥ —c28% = 1 zu whhlen ist.

ot &
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rechnung der Ausdruck Jx'24-y24- 22— c¥ 2, der fur sie ver-
schwindet, in den Nenner tritt. Wenn wir sie trotzdem spiiter kurzweg
als singulidre geodiitische Linien bezeichnen, so kann das nur meinen,
dafl sie zwischen den raumartigen und den zeitartigen geoditischen
Linien den Ubergang bilden,

5. Mit Riicksicht auf spitere Entwicklungen werde hier in Form
eines bloflen Referates noch einiges liber Scharen geoditisch dquidi-
stanter Hyperflichen angefiibrt, Schon Gauf hat in seiner oben ge-
nannten grundlegenden Abhandlung von 1827 den Fall von 2 Dimen-
sionen in Betracht gezogen: Kurvenscharen, deren orthogonale Tra-
jektorien geoditische Linien sind, sind immer auch geoditisch dqui-
distant.  Dabei legt GauBl natiirlich ein definites ds? zugrunde.
Beltramz hat diese Theorie 1869 auf n-fach ausgedehnte Riume mit
beliebig vorzugebendem definiten ds?= Ya,, dx; dx, {ibertragen;
natiirlich handelt es sich dann um Scharen (n — 1)-fach ausgedehnter
dquidistanter Mannigfaltigkeiten. Bei unserm ds? (10) tritt als neues
Moment hinzu, daB es indefinit ist, so daBl wir zwischen raumartigen
und zeitartigen Hyperflichenscharen unterscheiden und den zwischen-
licgenden Ubergangsfall als singuliir ciner besonderen Betrachtung
vorbehalten miissen. Raumartig werden wir die Schar der Hyper-
flichen nennen, wenn ihre orthogonalen geoditischen Trajektorien
zeitartig sind, und umgekehrt. Nach der anderen Seite ist unser Fall
besonders einfach, weil ja unsere geodiitischen ILinien gerade Linien
sind.

Die zentrale Bedeutung dieser geometrischen Theorie liegt darin,
daB die Bedingung fiir die geodiitische Aquidistanz der Flichenschar:

(22) Fx,v,2,t) =k

durch die cinfache particlle Differentialgleichung 1. Ordnung gegeben
ist:

i) + ) + G = L G

9 S () - =

(23) (('Jx + dy l 9z 2\t K,

wobei positives K die raumartigen Fille, negatives K dic zeitartigen

charakterisiert  (withrend K =0 den hier noch ausgeschlossenen
singuldren Fall ergibt). Das Stiick der orthogonalen Trajektorie, welche

{und dabei cine geoditische Linie ist), hat die Linge

(24) - ey — g ’
Vi

bzw. die Eigenzeit

24) r =l
¢ YK

Man mache sich dies an dem einfachen Falle deutlich, der dem Fall
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konzentrischer Kugeln der Elementargeometrie entspricht, wo nimlich
F durch die Formel gegeben ist:

(20)  F=YK[(x—x)+ (y —y) I r =" — ¥ ({— 1)1,

¢) Die Differentialgleichung (;7’:)“’+ (25 4 (i L iy gy

Ersichtlich definiert vorstehende Differentialgleichung solche Hyper-
flichen

(26) Fx,9,2,8) =0,

die in jedem ihrer Punkte von dem von diesem auslaufenden Monge-
schen Kegel 4x° + dy? 4 dz®—c2 g2 = ¢ beriihrt werden. Um
unsere Darstellung derjenigen von Monge selbst niher zu bringen,
denken wir uns (26) nach ¢ aufgelsst und schreiben :

(27) I—D(x,9,2) =0.
Setzen wir dann noch

ot o ot
o=t = g,

so schreibt sich unsere partielle Differentialgleichung:
(28) Prtgrtr=1

Mit (27) ist auch ¢—® == const eine Losung. Als nichstliegendes
Beispiel haben wir den vom Punkte x,, y,, 2,, ¢y auslaufenden Hyper-
kegel /=0 selbst; nur miissen wir seine Gleichung jetzt so schreiben:
(29) ;_VEzbﬁt&%&KEQ:ﬁP=%.

Ebenso erfiillen (28) alle Hyperebenen, welche cinen solchen Kegel
(oder, was dasselbe ist, das fundamentale Ellipsoid) beriihren, d. h. die
Hyperebenen
R e Y el U BT

mit

2 2 2 Vi _

7'1+1’2+”3“;'2 =0
(vgl. Gleichung (4) oben).

Die allgemeine Theorie der partiellen Differentialgleichungen 1. Ord-
nung soweit wir sie im folgenden brauchen, ist fiir den Fall dreier
Variablen von Lagrange geschaffen und von Cauchy (1819) auf
# Variable ausgedehnt worden. Mo nge hat dann, zuniichst fiir 8 Va-
riable, die geometrische Deutung hinzugefiigt, (siche sein Werk von
1808, 1. ¢. S. 107), die Lie um 1870 herum auf # Variable ausdehnte und
dadurch vervollsténdigte, daB er prinzipiell nicht nur von den »Punkten‘
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¥,%,2,%... ciner Integralmannigfaltigkeit, sondern von ihren ,,Ele-
menten* x,y,2,¢, ...,p,q,7, ... sprach. An die Stelle irgend-
welcher anf der Integralmannigfaltigkeit gezogenen ,,Kurven* treten
dann, wie schon oben angedeutet, ,,Streifen.

Aus dem ausgedehnten mathematischen Gebiet, welches wir hier-
mit bertihren, wollen wir — mit Riicksicht auf die Bediirfnisse des
Folgenden — nur einen einzigen Punkt herausgreifen bzw. an der par-
ticllen Differentialgleichung (28) erliutern. Das ist die Lehre von den
Charakteristiken (wie Monge sagte) oder, in Liescher Ausdrucksweise,
von den charakteristischen Streifen. Wir wollen bei 4 Variablen x, v, 2,0
bleiben und die vorgelegte partielle Differentialgleichung 1. Ordnung
allgemein mit

(30) Qx,v,4,6,0,¢,7) =0

bezeichnen. Es handelt sich dann um Streifen, welche durch das System
gewdhnlicher Differentialgleichungen gegeben sind:

N R VNS S oR 4R aQ
dx.dy.dz.dt.d;b.dq.dr—-g-p- aq_ S

JQ
h (o5 +ag +r )= (Ge %)

20 o 00
<6y +q 0!) ( tr at )
Der ,,Streifencharakter” ist dabei dadurch gewihrleistet, daf ersichtlich
dt— (pdx + qdy + rd2) =0
ist.

Dann gilt folgendes merkwiirdige Theorem: Alle Integralmannig-
faltigkeiten von (30) (im allgemeinen, weil wir 4 Variable haben, selbst
dreifach ausgedehnte Gebilde) werden von oo charakteristischen Strei-
fen tiberdeckt; und man erhilt geradezu alle Integralmannigfaltig-
keiten von (30), indem man solche o0? charakteristische Streifen
zusammenfa3t, welche eine beliebig vorgegebene Hyperfliche (dic sich
im besonderen Fall auf cine zweidimensionale Fliche, oder auf eine
Kurve oder auch auf einen einzelnen Punkt reduzieren kann) beriihren.
Die volle Lésung der particllen Differentialgleichung 1. Ordnung (30)
kommt also auf dic Lésungen der gewdhnlich en Differentialgleichungen
(31) hinaus.

Es ist nicht moglich, diese Theorie hier zu begriinden, wohl aber,
sic auf die particlle Differentialgleichung (28) anzuwenden. Wir haben
fiir ihre charakteristischen Streifen

(32) dx:dy:dz:di: :Zp:dq:zlr::j):q:r:p2~|— g% --r2:0:0:0,
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sind also konstant. Wir setzen, um den AnschluB an frihere Ent-
wicklungen zu erhalten:
?oe=-L

[+
(33) i)=52_§’ g=c ] 26

also wegen (28): a2 - B2 L 92— 262 — 0. Die weitere Integration
der Gleichung (32) gibt dann:

(34) w=1x,+ ﬂt_;‘ﬁl_) . Y=y + ﬂﬁf_gto) . =gy V(t_;tﬂ) .

Y

)
o,!m

Das sind genau die Streifen, welche von den Erzeugenden (6) der
Hyperkegel (1) bzw. den zugehérigen Tangentialebenen (7) gebildet
werden. Anders ausgedriickt: Die charakteristischen Kurven fallen
mit den singuliren Geraden (die wir auch die singulidren geoditischen
Linien nannten), die ihren Punkten zugeordneten Hyperebenen mit den
durch diese Geraden hindurchgehenden Tangentialebenen an das funda-
mentale Ellipsoid zusammen.

Zum SchluB wollen wir die vorliegende Theorie auf die allgemeine
partielle Differentialgleichung (23) ausdehnen. Zu diesem Zweck
miissen wir uns in den Raum von 5 Dimensionen x, ¥, %, ¢, 1 begeben
und Hyperflichen dieses Raumes mit der Gleichungsform

(35) uw=F(x,v, 2,1
suchen. Schreiben wir fiir die partiellen Differentialquotienten kurz:
F aF aF OF

axTT gy TR 5T =0,
so haben wir die Differentialgleichung vor uns:
o2
(36) 732']‘%2'{‘()2*"0’2‘31{.

Fiir die zugehorigen charakteristischen Streifen aber erhalten wir,
indem wir die Rechnungen etwas zusammenzichen :
1. Die Differentialgleichungen :

(37) dx:dy:dz:dt:du:dn:d%:d():da
=7z:x:9:—-§5-:K:O:O:O:O.

2. Sodann, indem wir die hiernach konstanten Werte der a, %, 0,0

@ By 2§ . . .
mit =, ==, <=~ begeichnen u eine eeigneten Para-
1% VR 1% TR nd unter s einen geeigneten

meter verstehen:

(38) X=2x,4 as, Y=9,-+fs, 2= -ys, t=1{y-+Js, U == 14y - fos.

Lassen wir hier die Gleichung mit u weg, so heiBt dies, daB wir die
Kurve (38) des finfdimensionalen Raumes auf den uns geldufigen
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vierdimensionalen Raum der %, y, z, ¢ ,,projizieren’’. Wir haben dann
genau die Gleichungen (21) der raumartigen bzw. zeitartigen geo-
ditischen Linien der ,,vierdimensionalen Welt'‘1). Diese geodédtischen
Linien erscheinen also als Projektion der charakteristischen Kurven
des fiinfdimensionalen Raumes. Zugleich ist # — u, nichts anderes
als die mit 1/K multiplizierte Liinge des gerade betrachteten geoditi-
schen Kurvenstiickes.

Wir kénnen diese Bezichung natiirlich weiter ausfithren, indem wir
auch die m, %, g, ¢ vierdimensional deuten und darauf die Integration
der Gleichung (86) durch die zugehérigen charakteristischen Streifen
mit den unter b) gemachten Annahmen iiber die Integration durch
geoditische Linien in volle Verbindung bringen. Wir haben immer
nur die Mannigfaltigkeit « == F (%, y, z,£) des Ry im R, durch die
Schar der ,,Niveauflichen, lings deren F konstant ist, zu veranschau-
lichen. Ist F eine Losung von (35), so werden diese Niveaufldchen
im R, geoditisch fdquidistant sein usw. Es ist eine Art darstellende
Geometrie, welche die Verhiltnisse des Ry im R, zu studieren ge-
stattet.

Es ist unmoglich, daB ich diese an sich hochinteressanten Beziehun-
gen, die von den Genannten nach vielen Richtungen -ausgebaut sind,
hier noch weiter verfolge. Wir werden ihnen in unseren spiteren
Exkursen iiber analvtische Mechanik wieder begegnen?).

§ 3. Physikalische Ergdnzungen unseres Weltbildes, mit
weiteren geometrischen Ausfiihrungen.

Um dem Standpunkt der modernen Physik vollends gerecht zu
werden, habe ich die Entwicklungen des vorigen Paragraphen nach
einigen Richtungen zu vervollstindigen.

a) Nihere Festlegung der physikalischen Grundbegriffe.

Es handelt sich um zwel Festsetzungen, welche mit den bisherigen
Betrachtungen zwar vertriglich, aber nicht durch sie gegeben sind.

Das erste ist, daB die Physiker, trotz aller einschneidenden Ande-
rungen, welche das Relativititsprinzip der Lorentzgruppe betreffend
unsere Vorstelungen iiber Raum und Zeit mit sich bringt, an dem
Unterschiede von Vergangenheit und Zukunft, was die einzelne Raumstelle
angeht, festhalten miissen. Genauer gesagt: Es sollen nur solche Sub-
stitutionen (10) zuliissig sein, bei denen einem positiven Inkrement von ¢
bei festgehaltenem %, y, z ein positives Inkrement von ¢ entspricht, bei

1) Nur daB immer ¢ statt 7 geschricben ist und dementsprechend § eine modi-
fizierte Bedeutung hat.
?} Siche Note 3, S. 67.




114 2. Kap. Spezielle Relativitdtstheorie in Mechanik und Physik.

denen also der Koeffizient «,, positiv ist! — Die Vertriiglichkeit dieser
Festsetzung mit den relativistischen Ideen, wie wir sie hier voranstellen,
liegt darin, dafl diejenigen reellen Substitutionen (11), welche ein posi-
tives o, haben, fiir sich eine Gruppe bilden?),

Wir erkennen auch, daB die Beschriankung auf positive ay,, an der
wir fortan festhalten, eine Voraussetzung dafiir ist, daB dic zugehérigen
reellen Lorentzsubstitutionen ein Kontinuum bilden.

Infolge dieser Beschrinkung kann jeder der in (1), S. 105 definierten
Kegel:

(= 2)* + (y — y0)? + (2 — 592 — Bt -ty =0

wie Minkowski es ausdriickt, in einen Vorkegel und cinen Nachkegel ein-
deutig zerlegt werden (von denen der erstere der Hvorwelt™ (£ < 4),
der letztere der ,,Nachwelt" (¢ > t) angehort). Auf jeder zeitartigen
Kurve aber (und schlieBlich auch auf jeder singuliren Kurve) kénnen
wir einen positiven Sinn festsetzen, der in jedem Punkte der Kurve
von der Vorwelt zur Nachwelt weist.

Nun aber eine zweite physikalische Einschrinkung der bis jetzat ent-
wickelten Denkweise: Aus der gewéhnlichen Physik soll der Begriff des
materiellen Punkies (der im Laufe der Zeit mit sich sclbst, wic man sagt,
identisch bleibt — mag es sich dabei um ein Teilchen ponderabler Materic
oder um ein Elektron handeln) iibernommen werden, Wiihrend man
sonst sagte, daB ein solcher Punkt sich im Raume beliebig bewegte, so
werden wir nun — wieder mit Minkowski — von der Weltlinie sprechen,
die er in dem vierdimensionalen Gebiete der x, ¥, %, ¢ beschreibt. Wir
werden ferner festsetzen, daB, im Sinne der gewohnlichen Sprechweise,
die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes niemals > ¢ sein soll,
Dies heiBit hier, daf dic Weltlinie immer zeitartig und nur im Greng-
fall singuldr scin soll2). — Wir miissen uns das Bild machen, dafl im Ge-
biete der vierdimensionalen Welt so viele dieser Linien nebencinander

) Sehr hiibsch kommt dics bei der independenten Darstellung der Substitu-
tionen durch Biguaternionen heraus, wie wir sie in Formel (11), §1 erwithnten. Der
Koceffizient a,4 hat dabei namlich den Wert

(1) A Bi 4+ Ci+ DY R R
' A3 - By A CF DY — —C§— Dy’
wo der Zahler (bei recllen A, . <+ Ay .. .) an sich positiv ist und der Nenner die

Norm: der Biquaternionen Q1 2 eQy vorstellt. Nun setzen sich unsere Substitutionen
zusammen, indem man die zugehérigen Biquaternionen miteinander multipliziert.
Bei der Multiplikation zweier Quaternionen multiplizieren sich aber auch ihre
Normen. Ergo usw.

%) Je groBer die Geschwindigkeit eines matericllen Punktes X, ¥, £ (im Sinne
der gewdhnlichen Ausdrucksweise) ist, um so flacher verliuft seine Weltlinie.
Jedes Stiick der Weltlinie besitzt seine »Eigenzeit", Es ist dic kihne Idee Ein-
steins, daB cine vom materiellen Punkte mitgeftihrte Uhr eo ipso dicse Eigen-
zeit registrieren wiirde.
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herlaufen (ohne einander zu treffen), als wir eben materielle Punkte unter-
scheiden wollen, und daB alles physikalische Geschehen sich durch Be-
ziechungen zwischen dicsen Weltlinien ausdriicken ldBt. Wir werden
dabei an dem gewohnlichen Kausalititsprinzip festhalten, d. h. voraus-
setzen, daB immer nur die Vergangenheit auf die Zukunft wirkt, nicht
umgekehrt. Die einzelne Stelle einer Weltlinie I kann dann nur von
demjenigen Stiick einer anderen Weltlinie II beeinflufit werden, das
innerhalb oder auf ihrem Vorkegel liegt. Dabei beweist man leicht, daf3
bei zeitartigem Verlauf von Il immer nur ein Punkt auf IT vorhanden
ist, in welchem II von dem Vorkegel der auf I angenommenen Stelle
geschnitten wird. Wenn wir uns denken — ich falle auf die traditionelle
Ausdrucksweise zuriick —, dall von den verschiedenen Punkten IT.eine
Wirkung ausgeht, die sich mit Lichtgeschwindigkeit ¢ fortpflanzt, so
ist es nur diese eine Stelle von II, von der die auf I angenommene
Stelle beeinfluBBt wird. Deshalb nannte Minkowski diese Stelle auf IT
den zur Stelle von I gehérigen Lichtpunkt.

Dic gréBere Bestimmtheit, welche unsere physikalischen Vorstellun-
gen mit diesen Testsetzungen gewonnen haben, wollen wir hicr nur
verwenden, um die fritheren Angaben iiber das von einem gleich{érmig
bewegten Elektron emittierte Viererpotential zu vervollstiindigen.
Das Elektron soll sich mit einer Geschwindigkeit << ¢ bewegen. Zuy jedem
Weltpunkte x, v, z, £ gehort dann auf seiner Weltlinie nach dem cben
Gesagten gerade ein Lichtpunkt %, vq, 24, £y (Wobel 7, <f). Wir werden
ferner nach der Formel (14) S.108 von den zugchérigen Richtungs-
komponenten #,, 94, %y, §o sprechen (die bei einem gleichfirmig bewegten
Elektron nattirlich fiir alle Stellen seiner Weltlinie denselben Wert haben)
Dabei ist t.o nach der neuerdings getroffenen Verabredung >- 0. Dic
Komponenten des zugcehérigen Viererpotentials, die auf S. 99 (Formel 47)
nur bis aufs Vorzeichen angegeben werden konnten, werden jetat

. e ey e g, et
(2) o™=~ ,‘-z")(‘)» v T T e [(i P 1} , =k 1)0 '
wobei P den immer positiven Wert bedeutet :

(21) P o= t‘" U . /0) . ;K({(TL’ “‘_"’o) ’Iiy_om (‘V“— 9’0) + %o (3 "”"") .

cd
In der Tat liegt %, v, 2, ¢ immer auf dem Nachkegel von %, v, 2o, 4o
Ich verzichte auf die Einzelheiten der Nachrechnung und will nur an-
geben, dall diese Formeln wesentlich iibereinstimmen mit den unsym-
metrisch geschricbenen, die seinerzeit (wie S. 99 berichtet) von Liénard
bzw. Wicechert fiir den Fall eines beliebig mit Unterlichtgeschwindigkeit
bewegte Elektrons aufgestellt worden sind. Dall man hierbei auf die-
selben Formeln (2) kommt, wie im Falle eines gleichférmig bewegten
Elektrons, ist eine merkwiirdige Tatsache, auf dic man gefiihrt wird,
wenn man die Theorie der partiellen Differentialgleichung, von der wir
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im folgenden Paragraphen handeln werden, etwas weiter verfolgt, als
es dort moglich ist. Man vergleiche etwa die Darstellung in der wieder-
holt genannten Arbeit von Sommerfeld vom Jahre 1910.

b) Weitere geometrische Ausfithrungen.

Die merkwiirdige Harmonie, die zwischen den fritheren Gedanken-
schépfungen der mathematischen Theoretiker und dem heutigen Riist-
zeug der mathematischen Physiker bestcht, wurde wicderholt hervor-
gehoben. Ich kann mir nicht versagen, noch auf zwei hesondere Punkte
einzugehen, bei denen sich diese Harmonice erncut bewihrt hat, Handelt
es sich doch um geometrische Auffassungsweisen, welche in den Jalren
1869/71 von Darboux, von Lie und von mir selbst, zum Teil in persén-
lichster Zusammenarbeit, entwickelt worden sind. Man wolle etwa die
Abhandlungen von Lie und mir in Bd. 5 der Math. Ann, (1871) oder
auch die zusammenfassende Darstellung in Bd. 1 meiner autographicrten
Vorlesung tiber héhere Geometrie (1893) vergleichen)

1. Abbildung der vierdimensionalen Welt %, 9, & tauf dic
Kugeln des dreidimensionalen Raumes X%, 9, 2

Wir ersetzen cinfach den Punkt Xgr Voo &g By durch den Schnitt,
welchen der von ihm auslaufende Hyperkegel

(3) (= %)+ (v — Vo) (r—zg)t— et — to)® == 0

mit dem dreidimensionalen Raum £ == 0 gemein hat. Es ist dies die
Kugel, welche %, v, z, zum Mittelpunkte und -} ¢#, zum Radius hat.
Die Bezichung wird villig ecindentig, werm wir auch noch Kugeln von
positivem und negativem Radius (sogenannte ,,orientierte Kugeln)
unterscheiden, wie dies in der Lic’schen »Kugelgeometrie (oder
auch bei Laguerre und anderen modernen Geometern)  durchaus
iiblich ist.

Was wird bei diesem Uber'tragungsprinzip aus der Weltlinie von
¥ Yo 2o, Lo ? Eine Schar von Kugeln oder, um s noch physikalischer
auszudriicken, von kugelférmigen Lichtwellen, welche in dem irgendwic
mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegten  Raumpunkte s, Yo %o ihren
Mittelpunkt haben, Solange ¢, << 0 (Vergangenheit), haben wir Licht-
wellen, die sich auf ihren Mittelpunkt zusammenzichen, sobald £y > 0,
Lichtwellen, die sich von da aus (immer mit der Geschwindigkeit ¢)
ausbreiten. Im {ibrigen werden sich dic Kugeln {fiir £, << 0 wie die
fir #,> 0 bzw. umschlicfen (ohne einander in reellen Punkten zu
schneiden).

1) Siche Note ] S, 99.
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Es wird manchem lieber sein, sich mit diesem Bilde, statt mit dem
einer vierfach ausgedehnten Punktmannigfaltigkeit (x4, v, 2, Z,) 2u
beschiftigen. So hat es Timerding im 21. Jahresberichte der Deut-
schen Mathematikervereinigung 1912 in Vorschlag gebracht. Aber auch
Bateman in der S.79 genannten Abhandlung von 1909 hat es bereits
benutzt, und dabei bemerkt, daB die Substitutionen der G,; welche
dx® |- dy? -+ dz®—c?dt* = 0 in sich verwandeln, gleichorientierte
Kugeln des Ry, die sich beriihren, in ebensolche transformieren und um-
gekehrt., Er nennt besagte Transformationen daher ,spherical wave
transformations‘?).

2. Die Lorentzgruppe als Grenzfall einer allgemeineren
Gruppe.

Nach den allgemeinen Grundsitzen Cayleys von 1859, wie sie in Bd. 1,
Kap. IV, dargelegt wurden, ldBt sich dic Lorentzgruppe bzw. die zu-
gehdrige ,,affine’ MaBbestimmung auf die projektive Betrachtung des
in (4) S.105 genannten Gebildes 2. Klasse

2
(4) R

grinden. Dieses Gebilde wurde dort (da wir es mit 5 homogenen
Variablen zu tun hatten) als solches von verschwindender Determinante
bezeichnet. Dem geschulten Geometer macht es keine Schwierigkeit,
an scine Stelle das allgemeinere Gebilde zu setzen

(5) Vi vy — o2 + =0,

aus welchem (4) als Grenzfall fiir R = oo hervorgeht. Wir haben dann
auch in homogenen Punktkoordinaten statt der zwei Gleichungen (3)
S. 105 eine einzige quadratische Gleichung

(0 B E B R0

zugrunde zu legen. Indem wir dic Einheit der Entfernung schicklich
wiihlen, mogen wir als ,,Entfernung zweier Punkte'
projektiven MaBbestimmung den Ausdruck

(7) R-arccos (5177' + Eamy + Eqapy - &g - laz&s"}n)
Bt o RO g e d

in der zugehdrigen

withlen, der sich in
. Dy

(8) Rarcsin P g
"51»’_ e ]7“5 e

) Bateman ist im allgemeinen iiber dic in Betracht kommende Literatur aus-
gezeichnet orientiert. Aber hier ist ihm entgangen, daB besagte IKugeltransforma-
tionen sachlich und formell zusammenfallen mit denjenigen der Lie'schen Kugel-
geometrie.
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umsetzen 148t, wo D, die doppelt gerinderte Determinante bedeutet :
1 00 00 & o
01 00 0 & g
00 1 0 0 & Y3
9) 0 0 0 -0 & 9
00 ¢ 0 R &
§0 8 &y &0 & 0 0
MM M gy 00
Diese Formel (8) bzw. (9) wird hier angefiihrt, weil sic am einfachsten

erkennen 14Bt, daB (7) bei Ubergang zu R = o0 den Entfernungsbegriff
der Lorentzgruppe liefert. In der Tat entsteht fiir R = o0 aus (8)

(10) Yms — &) + (_5};775 - §5’72)2 'i"‘,,{fa'ﬂs ~ Egmy)? — o* (5477., 5-‘;’}4)“ ,

' 575

und das ist bei inhomogener Schreibweise nichts anderes als ‘der uns
wohlbekannte Ausdruck

Vo —2)2 -+ (¥ = 90)* + (2 — 20)2 — ¢* (1—1)? .

Ich wiirde diesc ganz beildufige Auseinandersetzung hier nicht cin-
geschaltet haben, wenn nicht Einstein in seiner ncuesten Verdffent-
lichung (Sitzungsherichte der Berliner Akademie vom Februar 1917
von kosmologischen Betrachtungen aus zwar nicht in villig durch-
gebildeter Form, aber doch dem Wesen der Sache nach genau zu dem
Ansatz (7) gekommen wire?!), Ihm lag daran, dic ,» Weltanschauung
der Lorentzgruppe dahin zu modifizieren, daB dic Welt zwar zeitlich
unendlich ausgedehnt Dbleibt, nicht aber riumlich., Dies aber wird
genau durch den Ansatz (7) erreicht (ich brauche fiir den Geometer
nicht auseinanderzusetzen, daB es sich, im Sinne meiner alten Termino-
logie, darum handeclt, an die Stelle der sparabolischen Mafibhestim-
mung des Lorentzfalles eine welliptische Mafibestimmung zu setzen).

§ 4. Historisches iiber die Integration der partiellen

Differentialgleichung Z—; + - f[‘%?l::o .

Wir haben die Integration der Maxwellschen Gleichungen durch Ein-
fihrung des Viererpotentials auf das Gleichungssystem

Clge = 1

) Wie Klein selbst an dieser Stelle handschriftlich nachgetragen hat, ist
diese Angabe nicht genau. Formel (7) entspricht cinem Ansatz de Sittcrs,_
nicht Einsteins. Vgl I, Klein: Uber die Integralform der Lirhaltungssitze und

T SRR
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T g

zuriickgeftihrt. Jetzt wird es sich also fiir uns um die einzelne Gleichung

32 2 82
(1) mtaptoa agE =0

handeln, die wir die dreidimensionale Schwingungsgleichung nennen
kénnen; sie steht tiberall im Mittelpunkte, wo es sich um Schwingungs-
probleme dreidimensionaler (isotroper) rdumlicher Kontinua handelt.
Sie ist bereits 1759 bei Untersuchungen iiber Schallbewegung von
Euler aufgestellt worden?).

Eine volle historische Wiirdigung des Entwicklungsganges ist natiir-
lich nur mdoglich, wenn man einerseits auf die eindimensionale Schwin-
gungsgleichung
T
oxt g ’

andererseits auf die Differentialgleichung des Potentials

02 02 0%

o gyt =0
zurtickgreift. In beiderlei Hinsicht bringen die bis jetzt erschienenen
Teile des zweiten Bandes der math. Enzyklopidie, insbesondere aus der
Feder von Burkhardt, reiches Material ; man vergleiche auch den umfang-
reichen Bericht von Burkhardt in Bd. 10; 2, a, b der Jahresberichte
der Deutschen Mathematikervereinigung (1908).

Hier kann nur sozusagen die persénliche Seite der historischen Ent-
wicklung (die sich nun {iber mehr als 150 Jahre hinzicht), gekennzeichnet
werden. Es ist gerade umgekehrt, wie bei den Theorien, die wir bisher
im Zusammenhang mit der Lorentzgruppe behandelten. Bei letzteren
ist es die rein mathematische Spekulation, welche vorangeht, und die
mathematische Physik hat, wenn sie Skonomisch verfahren will, die
Méglichkeit, sich fertig vorliegender Gedankenreihen fiir ihre Zwecke
zu bedienen. Bei unseren partiellen Differentialgleichungen ist das
Sachverhiltnis genau umgekehrt. Hier haben die mathematischen
Physiker die grundlegenden Gedankenansitze von sich aus geschaffen
und die reinen Mathematiker erst hinterher begonnen, die genauen Be-
dingungen, unter denen diese Ansitze méglich sind, herauszuarbeiten.

Sprechen wir, was die Integrationstheorie der Gleichung (1) angeht,
zundchst von ihrer Grundlssung, d. h. derjenigen Lésung, die im Raume
der x, v, z cine moglichst einfache Punktsingularitit hat und sich im

Unendlichen méglichst unschuldig verhilt. Bei der Differentialgleichung
®F | &F  QF
Fr i Erg + 5w =0

die Theorie der riumlich geschlossenen Welt, Goétt. Nachr., 1918, S. 304 = Ges.
Abh. Bd. 1, S.586. (H.)
1) Gesamtausgabe, 3. Serie, Bd.1, S.480.
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ist dies, wenn wir den singuldren Punkt x,, v,, 7, mit einer Masse ¢ aus-
statten, bekanntlich
@ (%05 Y05 Z0)
¥ )

wo r=J(x— 2+ - + 25)% denkt man sich die Masse e
auch noch von der Zeit ¢ abhingig, so wird dies

@ (%0, 0: 203 )
p .
Als Grundlésung von (1) ergibt sich nun die nur wenig kompliziertere
Form
] (xo, Yoo .t — g‘)
@) . :

die man heute als verzdgertes (retardiertes) Potential bezeichnet (es kommt
eben diejenige Masse des singuldren Punktes zur Geltung, die sich dort

zu der ,fritheren’’ Zeit { — —Z befand). Im Prinzip findet sich diese L&-

sung schon in den sogleich zu nennenden Arbeiten von Poisson; die
moderne Bezeichnung treffe ich zum ersten Male in der zweiten Auf-
lage von Poincarés Electricité et Optique, Paris, 1901 (S. 455 dasclbst,
wo sie aber als bekannt vorausgesetzt wird).

Im iibrigen diirfte, was die Integrationstheorie von (1) angcht, die
folgende Aufzihlung die Hauptfortschritte treffen:

L. Voran stehen die Arbeiten von Poisson aus den Jahren von 1808
bis 1819. Es wird vor allen Dingen eine Formel gewonnen, welche die
zeitliche Ausbreitung einer irgendwic im Raum zur Zeit ¢ == 0 gegebene
Anfangsstérung behandelt. Es ist jeweils iiber dic Hauptlésungen (2)
bzw. ihre nach ¢ genommenen Differentialquotienten zu summieren, die
sich auf diejenigen Raumpunkte %, ¥4, 2, bezichen, fiir welche £ — T =<0
ist?), Die Formel besteht dementsprechend aus der Summe zweier
Doppelintegrale?).

2. Die Poissonsche Formel kann als Lésung einer besonderen ,,Rand-
wertaufgabe’ angesehen werden. Denn dic Mannigfaltigheit ¢ = 0, fiir

welche F und %%? gegeben werden, ist als Rand der ,,Halbwelt" > 0

aufzufassen (der ,,positiven Halbwelt”, wic sich Minkowski gern ge-
sprichsweise ausdriickte), fiir welche die Losung gesucht wurde. Tshat
dann volle 40 Jahre gedauert, ehe Helmholtz (,Theoric der Luft-
schwingungen in Réhren mit offenen Iinden, 1869, Crelles Journal
Bd. 57) unter Heranziehung insbesondere der von Green fiir dic Poten-

1) Welche fir », y, 2, ¢ »Lichtpunkte* sind.
% Sie findet sich in allen einschligigen Biichern der mathematischen Physil,
z. B.in Rayleighs,, Theory of sound'’ (London, 1. Aufl. 1877/78. 2. Aufl, 1804).
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tialtheorie entwickelten Methoden, allgemeinere Randwertaufgaben in
Angriff nahm. In denselben Gedankenkreis, nur noch mehr vierdimen-
sional ausgeprigt, gehért Kirchhoffs berithmte Begrtindung des
Huyghensschen Prinzips (Berliner Sitzungsberichte 1882). Es handelt
sich um die Bestimmung von F in einem zylinderartigen Weltstiick,
welches irgend ein Raumstiick als Basis und lauter Erzeugende parallel
zur i-Achse hat.

3. In Rayleighs eben zitierter ,,theory of sound, findet sich sodann
vieles weitere Material. Unter andern wird dort das dreifache Inte-
gral behandelt

fw (xo, Yo, 3, & — 7’})
3) ; dxydy,dz,,

welches iiber den Vorkegel eines beliebigen Weltpunktes x, y, 2, ¢ er-
streckt wird; es zeigt sich, daB (8) der partiellen Differentialgleichung:

92F 92 F 62F 1 9°F
(4) B T gy + B2 ¢t gz

= — 4770

geniigt, woraus man riickwirts die Bedeutung der Grundlésung (2) und
ihr Auftreten in der Poissonschen Formel ableiten kann. (Dieselbe Ent-
wicklung in elektromagnetischer Deutung spiter unter anderm bei
Lorentz, La théorie électromagnetique de Maxwell, Leyden, 1892.)

4. Die Angaben aus 2. sind noch dahin zu vervollstindigen, dal in
ihnen wegen der Anwendung auf Akustik sehr bald

6)) F=op(x,y,2)cFt

gesetzt wird, wodurch an Stelle von (1) die partielle Differentialgleichung
mit nur 3 unabhingigen Verdnderlichen tritt:
o 2 2

() - S

Uber die hier ankniipfende umfangreiche Literatur vgl. die von mir ver-
anlafite Monographie ,,Die Differentialgleichung Adu 4 Au =0"" von
Pockels (1891), sowie das interessante Referat von Sommerfeld in
Bd. 2, A 7¢ der math. Enzyklopiidie (1900), das inzwischen selbst durch
die moderne Entwicklung bereits tGberholt ist.

5. An den hiermit ziticrten Stellen ist bei Behandlung der Rand-
wertaufgaben nicht nur von der Verwendung der Hauptlsung (1) und
ihrer Verallgemeinerung, der ,,Greenschen Funhtionen'* gegebener Be-
reiche, sondern auch von der Methode der Reihenentwicklungen die
Rede, die auf (1) angewandt, iiber (5) hinausgehend, fiir jeden Bereich
eine unendliche Kette von Partikularlésungen

(7 Fy=@(x) « 2:(9) « w:(2) - 0:()
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suchen wird, um die angestrebte Losung F in der Gestalt
(8) F == Zci Fi

herzustellen. Der franzésische Forscher Lamé hat der hiermit an-
gedeuteten Fragestellung fiir die zu seiner Zeit im Vordergrund des In-
teresses stehenden partiellen Differentialgleichungen der Physik einen
guten Teil seiner Lebensarbeit gewidmet. An ihn ankniipfend habe ich
spater fiir zahlreiche Reihenentwicklungen der dreidimensionalen
Potentialtheorie das formale Gesetz aufweisen konnen; man vergleiche
das daran ankniipfende Buch ,,Reihenentwicklungen der Potential-
theorie” von Bécher, 1894, Es fehlte noch der Konvergenzbeweis der
hervorkommenden Reihen, aber auch dieser ist durch die moderne
Forschung erbracht worden, Kein Zweifel, daBl man bei dem Ansatz
(7), (8) in entsprechender Weise vorgehen kann?),

Erinnern wir daran, daB unsere partielle Differentialgleichung (1)
nicht nur beji den Substitutionen der zehngliedrigen Lorentzgruppe,
sondern auch bei denjenigen der finfzehngliedrigen Gruppe in sich
tibergeht, so haben wir eine ganze Reihe von Methoden zur Verfiigung,
um geeignete Partikularlﬁsungen von (1) bzw. geeignete Lésungen der
Maxwellschen Gleichungen zu finden?)

§ 5. Die elementare Optik, insbesondere die geometrische
Optik als erste Néherung der Maxwellschen Gleichungen.

In diesem Parapraphen will ich entwickeln, wie die allgemeine
Optik, d. h. die Lehre von der allgemeinen Integration der Maxwellschen
Gleichungen bei geeigneten Annahmen und dreidimensionaler Inter-
pretation in die gewshnlichen Ansitze der elementaren Wellenoptik
bzw. der geometrischen Optik, iibergeht.

Die allgemeine Optik hat es, wie wir gerade bemerkten, mit den
Differentialgleichungen :

1) Bei den Reihenentwicklungen der dreidimensionalen Potentialtheorie macht
man nirgends von der allgemeinen hypergeometrischen Funktion Gebrauch, wie
sie nach GauB oder Riemann definiert wird, sondern immer nur von Spezialfillen
und Grenzfallen (Kugelfunktionen, Besselschen Funktionen usw.). Es folgt aber
aus den formalen Ansitzen, die ich eben erwihnte, daB dies bei sinngemaBer Auf-
gabenstellung fiir die Differentia]g]eichung (1) anders wird. In der Tat hat Bate-
manin Bd, 7 der 2. Serie der Proceedings der London Mathematical Society (1909)
hierher gehérige Formeln gegeben,

%) Es miiBte sehr interessant sein, zu untersuchen, wie weit diese Methoden
in ihrer Anwendung auf praktische Fille reichen bzw., wie weit sich die Entwick-
lungen, welche die Physiker fiir solche Einzelfalle gemacht haben, sich hier ein-
ordnen. Aber es ist unmébglich, dieser Fragestellung hier nachzugehen,




B.III. § 5. Die elementare Optik. 123

zu tun, Wir finden den Ubergang zur gewdhnlichen Wellenoptik, in-
dem wir
g

t—q (,9,2))
@) gi==c;e *

6= =1
setzen und hier die ,,‘Wellenlii_nge“ 1 als kleine GroBe betrachten, derart,
daB wir in allen vorkommenden Gleichungen niedrige Potenzen von
1/A gegen hohere wegwerfen diirfen.

Dann ergibt sich aus den Gleichungen [Jg; = 0 iibereinstimmend :

® (Go)+ Gy +GE =

Das ist die partielle Differentialgleichung 1. Ordnung ( 28) von S. 110.
Ist ¢ eine Losung von (3), so stellen die Flichen

4) t = p(x, y, 2) + const

des dreidimensionalen Raumes fiir die verschiedenen Werte von ¢ Licht-
wellen ecines zusammengehorigen Wellenzuges dar. Es sind — im
elementaren Sinne — #dquidistante Flichen mit einem gemeinsamen
Normalensystem, wobei der lings einer solchen Normalen gemessene
Abstand zweier, den Werten ¢, und #, entsprechenden Flichen ¢ | 4, —f, |
betrigl. Die Normalen sclbst nennen wir die zu dem Wellenzuge ge-
horigen Lichtstrahlen. Sie sind die Projektionen der singuldren geo-
ditischen Linien (der ,,Charakteristiken), welche im Raume der
x, v, 2, t die Mannigfaltigkeiten (4) tiberdecken.

Das wire das Werkzeug der geometrischen Optik. Um zur vollen
Wellenoptik zu kommen, entnehmen wir der Divergenzbedingung (1)

- g dyg
(5) ey e 7

iy

dp

~Cy .
ks gy

+ =0

und berechnen dann nach der Formel (14) S. 104 den clektrischen Vektor
(X, Y, Z) und den magnetischen Vektor (L, M, N). Wir finden:

2ee

(6) X = 2;" e’ o - (_cl -+ ¢4 32’) usw.
2eme

™ — gv;’f 0v L . (02 %‘5-— Cy g;’}’) usw.

Hieraus als identische Folgerung

®) Lgﬁ+M3$+N%f=0

und vermige (5) ebenso:




124 2.Kap. Speziclle Relativitatstheorie in Mechanik und Physilk,

Die magnetische, wie die elektrische Schwingung, sind also beide zor
Wellenfliche tangential. Ferner:

(10) XL+ YM +ZN =o0;

die zweierlei Schwingungen stehen aufeinander senkrecht.

Endlich berechnen wir noch:

dee
)
Je

W) B4V 4z =L a4 (g gy g 2 ,
woraus sich nach (48), S. 100 fiir die spezifische Energic des Feldes
ergibt:

45.’}9’9 (t=)

) -
(12) T (Cf +et+ g — ?) e

Der Poynting-Vektor aber ((48) ebenda), der wegen (9), (10) lings des

Lichtstrahls und natiirlich im Sinne der fortschreitenden Wellenbewe-
gung gelegen ist, bekommt die Linge:

dmee

oy )

4 2 . ‘.! A

(13) —Iﬂng (cf +eF 42— f;) e

Alles dies ist einfach genug; ich fiihre gern an, daB ich auf den genauen

Grenziibergang, der von (1) zu (3) fiihrt, erst von Deb ye¢ aufmerksam

gemacht worden bin.

C. Von der Anpassung der Mechanik an die
Relativitédtstheorie der Lorentzgruppe,

Nachdem wir die Lorentzgruppe fiir sich und in ihren grundlegenden
Bedeutung fiir die Elektrodynamik einigermaBen haben kennen lernen,
wizrd es sich darum handeln, die klassische Mechanik, die nach unseren
Darlegungen unter A. dem Relativité’ttsprinzip der Galilei-Newton-Gruppe
angepaflt ist, so umzuformen, daB sie sich dem Relativititsprinzip der
Lorentzgruppe einfligt. Die theoretische Maglichkeit hierfiir liegt darin,
daB die Lorentzgruppe, wie schon erwidhnt, fiir ¢ 0o in die Galilej-
Newton-Gruppe tibergeht.

§ 1. Der Grenziibergang von der Lorentzgruppe zur
Galilei-Newton~Gruppe.
Man pflegt den Ubergang zur Galilei-Newton-Gruppe gewshnlich

an die spezielle Lorentztransformation anzukniipfen; die wir oben
(S.72) so schrieben:
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Setzt man nimlich hier ¢g = v und vernachlassigt die Terme ?v,; und

v
- 50 bekommt man:

!’
(1) =g uvt, Y=y, 2=z I =t

was eine Substitution der Galilei-Newton-Gruppe ist. Man miiBte hier
anschlieBend nun einen entsprechenden Grenziibergang fiir ein volles
System erzeugender Operationen der Lorentzgruppe machen. Wir hier
kénnen alle solche Betrachtungen beiseite lassen, indem wir uns darauf
berufen, daB aus der independenten Darstellung der Lorentzgruppe
durch Biquaternionen die Galilei-Newton-Gruppe hervorgeht, indem man

&? nicht = — Dl.a-, sondern = 0 setzt; vgl. die Angaben von S. 87.

Hierbei wird, wie schon oben (S. 56) ausgesprochen, die G, der vier-
dimensionalen Welt imprimitiv, indem sich bei ihr die Mannigfaltigkeiten

(2) £ = const

nur mehr untereinander vertauschen. Die fritheren, durch dx* - - --
— 2 dt? = 0 gegebenen ,,Mongeschen Kegel gehen dabei in die diesen
Mannigfaltigkeiten angehérigen doppeltgezihlten Elemente di* == 0 iiber.
Damit 4ndert die ,,affine’ MaBbestimmung der Lorentzgruppe durchaus
ihren Charakter. Die Gleichung des ,fundamentalen Ellipsoids*
in Ebenenkoordinaten, die nach S. 105 die Gestalt hatte:

v:
B4+ r— 2=0

geht nun in die quadratische Gleichung von doppelt verschwindender
Determinante (vom Range 3 iiber):

(3) p2 924 rE =0,

In Punktkoordinaten verlangt dies ausgeartete Gebilde zu seiner Dar-
stellung nicht weniger als 3 Gleichungen:

(4:) §4=Oy ‘55:0’ '5%_}_5%“'"&;2}:0:

es ist nichts anderes als der Kugelkreis der gewshnlichen dreidimensio-
nalen metrischen Geometrie, aufgefait als cin Gebilde der vierdimensio-
nalen Welt. Der Ausdruck fiir den zeitlich genommenen ,,Abstand’
zweier Elemente:

R ey R I .
‘/(51___50),_ ¥ Fol ( i [ Lt V____»o)

degeneriert jetzt zu

(5) ll - t() ’

und nur, wenn #, — £, verschwindet, wird der im gewdhnlichen Sinne
den Abstand bezeichnende Ausdruck:

® Y (st G+ ()
eine invariante Bedeutung behalten.
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Die Vorstellung von Weltlinien, welche das vierdimensionale Kon- !
tinuum der «, Y, 4, ¢ durchfurchen und dabej einen bestimmten Fort- ;
schreitungssinn haben, kénnen wir natiirlich festhalten. Dag Element:

_«wmv_.._..sz »d ,27_' / :3
dr — thz 4wt dyds
-

wird einfach di, so daB3 zwischen der »Eigenzeit” eines materiellen
Punktes und der 1.Zeit schlechthin®® kein Unterschied mehr zu machen
ist. An Stelle des »Richtungsvektors” der Weltlinie (S. 108), nimlich
X, Y, & # tritt nun
- dx dy dz
) N IS
an Stelle ihres Krimmungsvektors #, 9, %t (ebenda)

(8) Ay dty g2g

ame gEe gpe 0

Ich habe bei diesen Angaben die gewshnliche Darstellung bereits so
umgeformt, daf ich die der Lorentzgruppe entsprechenden symmetri-
schen Begriffsbildungen voranstellte, Dies scheint mir bequemer als
das umgekehrte Verfahren, von den traditionellen Begriffen ausgchend
jeweils ad hoc die richtige Lorentzformel zy suchen?)

1) Vielleicht darf ich den Gegensatz noch genauer an dem skalaren Begriff
des Kriimmungsradius erldutern: Hierfiir gab ich auf S. 108 bereits die Formel:

) N

e
(die Dimension dieses ¢ ist die einer ,,Zeit", und es wird fiir cine zeitartige Welt-
linie reell). Als Parameter aber, nach dem differenziert wird, ist die der Weltlinie
zugchérige »Eigenzeit' genommen.  IMibrt man statt ihrer irgend ecinen anderen
Parameter cin und bezeichnet die nach ihm genommenen Differentialquotienten
der x, y, », ¢ vortibergehend durch Akzente, so ist () durch dic allgemeinere Formel
Zu ersetzen:

0) 1R s
é“ e "2y e g 2 R

(die sich im Falle der Eigenzeit auf (9) reduziert). Wir wollen nun das Koordinaten-
system x, y, 2, ¢ insbesondere so wahlen, daB wir die Tangente der Weltlinic an
der gerade betrachteten Stelle als -Achse nechmen und damit 4/, 9/, 2’ als 0 vor-
setzen (also auf,,Ruhe transformieren”’, wic wir es S. 96 mit Minkowski nannten).
Das Koordinatensystem mag ferner um die ¢-Achse so gedreht werden, da auch
&, v" gleich Null sind. Endlich soll als Parameter der Weltlinie das ¢ des so
eingefithrten Koordinateusystems selbst gewahlt werden. Dies gibt:

_ B
Tdet

’7 "!-—162 1 g)

i':l, 1/120’ 2’
Aus Formel (10) wird aber

(11)

&
&

1
e

of =

8]
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§ 2. Dynamik eines Massenpunktes.

Die Dynamik des einzelnen Massenpunktes entwickeln wir genau so,
wie es schon S.96 bei der Einwirkung ecines elektromagnetischen
Feldes auf cin Elektron geschah, indem wir nimlich dem Punkte eine
skalare Masse m beilegen, von einer auf ihn wirkenden ,,Viererkraft'’

P, P, P, P,
reden, die ein kogredienter!) Vektor sein soll, und
(1) mi=P, my=DP, wmi=P, mi=DP,

setzen. Da die Gleichung gilt

XX gy dE—c2l =0,
miissen wir die Kraftkomponente stets der entsprechenden Bedingung
2) #Py+yP,+iP,—ctiP, =0
unterworfen denken: Die Viererkraft steht also immer (im Sinne unserer
MaBbestimmung) auf dem Richtungsvektor des Massenpunktes senk-
recht.

Wir werden der Gleichung (2) identisch gentigen, indem wir, unter
Aufnahme des beim Elektron geltenden Ansatzes (S. 97), jetzt rein
formal 6 GrofBen, X,Y,Z, L, M, N cinfiihren, die nur noch von den
x, ¥, z, t des Massenpunktes abhiingen:

M — N v

p,=" 4 Xi
P,= i ‘*£~_1 Yi
® p= M L g
p, = Nit 3’2 P2

Insbesondere werden wir von einem Viererpotential reden, wenn wir
diese 6 GroBen, wic damals, als GroBrotation ecines Vierervektors dar-
stellen kénnen. Bei Zugrundelegung der x, v, 2z, ¢ schreiben sich die
betreffenden Formeln, wie schon auf S. 104 angegeben, so:

e ‘)Qm_ 10q. l"zil ()’]v___l a4 7 16% If)qt

) l c Jt ¢ dx'’ ¢ dit ¢ dy’ 7 ¢ dt ¢ 0z
dq, dqy — () fe __ 9 q: dqy ‘)%&1
lLM()y oz’ JM_(): dx’ N= Jx dy

dts ,
Hier ist -5 das, was Minkowski die Ruhebeschleunigung des gerade betrachteten

di
matericllen Punktes nannte. Dieser’ Ausdruck ist dann von vielen Autoren auf-
genommen worden. Mir scheint es viel iiberzeugender, die Formel (V) baw. (10)
voranzustellen.

) Zu dieser Terminologic vgl. Note 1 S.167. (EL)
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Es scheint aber von vornherein keine Notwendigkeit vorzuliegen, diese
9a) 9» s 4 2uch noch, wie im Falle der Maxwellschen Gleichungen, den
Bedingungen (g, = 0, Div g =0 zu unterwerfen. Im librigen kénnen
wir die Ansitze (3), (4), wic auf S, 97, 2u einem ,, Hamiltonschen Prin-
zip" zusammenfassen

(5) af (5-2'1‘( afr_ge_ YE—3) o (tP, - £ P - y P, &1@)) dr=0,

auch diejenigen Modifikationen anschlieBen, von denen damals die
Rede war.

Das Wichtigste bei diesen Ansiitsen ist jedenfalls das Auftreten
von 4 koordinierten Bewegungsgleichungcn (I) nebeneinander, Nennen wir

(6) mE, my, mz, i

die 4 Impulskomponenten, so kénnen wir aus (1) dic 4 Impulssiitze
herauslesen:

(1) d(mi)=P,dv, d (my)=P,dv, 4 (me)==P_dv, J ) =P, dr

und in ihnen den genauen Ausdruck fiir das in unserer Mechanik geltende
Trigheitsprinzip erblicken. Die drei ersten dieser Siitze entsprechen
nattirlich den 8 Impulssitzen der gewdhnlichen Mechanik; es ist nun
héchst bemerkenswert, daB der vierte beim Grenziibergang zur ge-
wohnlichen Mechanik direkt den Satz der lebendigen Kraft liefert ; da-
mit wird die Zusammengehorigkeit des letzteren mit den tblichen Im-
pulssitzen, von der wir schon oben S. 57 gehandelt haben, aus einer
natiirlichen Quelle gewonnen. Die Rechnung verliuft ganz einfach.
Schreiben wir unseren neuen (vierten) Impulssatz so-

“""“'{-‘_2 Er P odsx ). P - Podz AL 1'3.;3’72
dx  dy dsz

«d

(wo %, 9, %, wie bisher, 4 dr o ap W a2 im Gegensatz dazu
dx dy dz . .

@i @i 37 Pedeuten sollen; es ist bei der Umsctzung nur von der Be-
. Ax2 - Ayt . g0 . .
ziehung 472 = gy2— ¥+ 63’ e Gebrauch gemacht). Lassen wir bei
den Quadratwurzeln nunmehr Reihcncrntwicklungvn Platz greifen, so
ergibt sich:

0 a(mE R

ot

e ) = (Pydx+P,dy-1-P,dz) (14 ).

Hier nun werden die sdmtlichen mit ... angedeuteten Glieder beim

Grenziibergang zu ¢ = oo wegfallen, wihrend #, §, # in &', ¥, 2 liber-

gehen, so daB in der Tat der gewshnliche Satz der lebendigen Kraft
& TN ST

(10) d (?’,ﬁ’ihi;f..,27.‘.«,!::*.2)) =P,dx-P,dy+P,dz

herauskommt,




C. § 8. Zur Theorie des starren Korpers. 129

Die gleiche Koordinierung der 3 Impulssitze mit dem Encrgiesatz
war uns im Gebiet der Maxwellschen Gleichungen bereits auf S. 101
entgegen getreten.

Fir die geschichtliche Auffassung der Mechanik aber ergibt sich ein
merkwiirdiges Resultat. Es ist zwei Jahrhunderte her, daB zwischen den
Cartesianern und den Leibnizianern der lebhafteste Streit tobte, ob
die ,,Quantitit der Bewegung'’ oder ,,die lebendige Kraft™ der wich-
tigere Grundbegriff sei, ob also, in moderner Weise ausgedriickt, die
Impulssitze oder der Energiesatz den Vorrang haben. Jetzt lernen
wir, daB tiberhaupt kein Gegenstand des Streites da war, dal} vielmehr
die beiden Gegner dieselbe Sache, nur von verschiedenem Standpunkt
aus, vor Augen hatten.

§ 8. Zur Theorie des starren Korpers.

Die groBe Rolle, welche der Begriff des starren Korpers in der klas-
sischen Mechanik spielt, braucht nicht weiter betont zu werden. Es lag
also nahe, diesen Begriff irgendwie auf die Lorentzmechanik zu iiber-
tragen. Fiir manchen Physiker scheint es hinterher allerdings fast
selbstverstindlich, daB kein rechtes Analogon gefunden werden konnte,
weil man doch mit dem Begriff der Starrheit die Idee instantaner
Kraftiibertragung im Innern des Kérpers verbindet, was mit dem Rela-
tivitatsprinzip der Lorentzgruppe unvercinbar scheint. Die Schwierig-
keit der Ubertragung beginnt aber nicht erst bei der Einfithrung des
Kraftbegriffs, sondern liegt bereits in den kinematischen Verhiltnisscn.
Es scheint mir niitzlich, dies klarzustellen und dabei auch den Ver-
suchen, welche die Aufstellung eines Analogons bezweckten, im Einzel-
nen nachzugehen,

Der starre Korper der klassischen Mechanik ist ein Aggregat von
Anfang an gleichzeitiger Punkte, das irgendwelchen Galilei-Newton-
Transformationen unterworfen werden kann. Die Zahl dieser Trans-
formationen ist, wie wir wissen, 01, aber in der vorausgesetzten Gleich-
zeitigkeit der Ausgangslagen seiner Punkte liegt, daBl der zugrunde ge-
legte starre Korper in der vierdimensionalen Welt x, y, 2, t*doch nur
07 Lagen annimmt. In der Tat zichen sich die in den beziiglichen Sub-
stitutionsformeln (II, S. 54) vorkommenden 3 Aggregate:

81l -+ Elv E?,t -+ Eg: Bilt “+ 53

fiir Punkte, welche von Hause aus dasselbe ¢ haben, auf dieselben
3 Einzelterme zusammen. Eskommt dies darauf hinaus, dafi dic Mannig-
faltigkeit

(1) =ty
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bei den dreifach unendlich vielen Ga]iIei—Newton-Tmnsformationen
¥ =g (1),

@) Y=yt (t-t),
Z=gey(f—1,),
t ==t
punktweise ungedndert bleibt. — Indem man die Zeit f nicht weiter

mitzéihlt, driickt man die hiermit beriihrte Tatsache in der traditio-
nellen Mechanik gewéhnlich dahin aus, dal3 der starre Kérper 6 Grade
der Freiheit besitat.

Nun ist a priori klar, daB bei der Lorentzgruppe hierzu kein un-
mittelbares Analogon existiert, Denn eine Substitution, welche die

Mannigfaltigkeit (1) punktweise ungeiindert 1iBt, ist notwendigerweise
von der Form

H

A TR A N U=t

L-Amse geht doch auch (1) hei belicbigen Lorents-

transformationen in o0fLagen

@) ax A fiy + YaZ o egt o+ =0

tiber. Wollten wir den starren Kérper als

irgend ein in (1) oder in (3) gelegenes

Punktsystem definieren, auf das simtliche

X-Achse . .

—_— Lorentzsubstltutloncn‘ angewandt  werden

sollen, so wiirde er in der Welt «, LA
notwendigerweise 0010 verschiedenc Lagen annchmen. — Die Sachlage
ist also griindlich verschieden und cs ist nur noch die Frage, ob wir dic auf
den einzelnen starren Kérper auszutibenden Lorentzsubstitutionen nicht
doch noch einschriinkenden Bedingungen unterwerfen konnen, welche fiir
die Kinematik im engeren Sinne eine gewisse Analogie aufrechterhalten,

In der , Kinematik im engeren Sinne’ Dbetrachtet man Scharen
von oo! Lagen, welche ein starrer Korper nacheinander annehmen
kann. Um hierfiir ein plastisches Bild zu haben, wollen wir dic Welt-
linien betrachten, welche die einzelnen Punkte des starren Kérpers
bei ciner solchen »Bewegung® beschreiben,

In Figurl sind unter der vereinfachenden Annahme, dall alle diese
Weltlinien in der x, +-Ebene liegen, zwei solche Weltlinien cingetragen,
Dann ist ohne weiteres klar — wir sind bei der Galilei-Newton-Gruppe —,
daB3 sic wegen der Starrheit des Korpers in horizontaler Richtung ge-
messen dquidistant sind, und dafBl diese Aquidistanz dic cinzige Be-
dingung ist, der sie gentigen miissen. Dies kann man nun in ciner ge-
wissen kiinstlichen TForm ausdriicken, welche eine Verallgemeinerung
gestattet. In der Welt %, v, 2, ¢t der Lorcntzgruppc wird man irgend
2 Richtungen orthogonal nennen, wenn dije Bedingung:

(4) dtgry—trdx-d -vcj‘»v TdsdE




C.§ 8. Zur Theorie des starren Korpers. 131

erfiillt ist. Dies geht fiir ¢ = o in die triviale Gleichung fiiber:
(8) dtd't=20

(wie auch geometrisch klar ist, wenn man die Mongeschen Kegel der
Lorentzwelt in die doppeltzihlenden Ebenen ¢ = £, der Galilei-Newton-
Welt iibergehen 1468t). In letzterer kann man also zwei Richtungen zu-
einander orthogonal nennen, wenn lings der einen ¢ = const ist (wenn
die eine in der Figur horizontal verlduft). Wir werden im Sinne dieser
Ausdrucksweise sagen diirfen, dafl im Galilei-Newton-Falle die Weltlinien
irgend zweier Punkte eines starren Kérpers orthogonal dquidistant sind ).

Diese Formulierung ist zwar in hohem Grade willkiirlich, aber man
hat an sie angekniipft, um die Beweglichkeit des starren Koérpers fiir
den Fall der Lorentzgruppe zu definieren.

So ist es zunichst von Born 1909 geschehen {Ann. d. Phys. {41 30)
und es sind dann von Ehrenfest (Physikalische Zeitschr. X, 1908),
Herglotz und Fritz Noether (Ann. d. Phys. [4] 31, 1910) aus diesem
Bornschen Ansatze die niheren Konsequenzen gezogen worden. Sollen
die Weltlinien der Punkte eines starren Kérpers auch im Lorentzfalle
,normal dquidistant” sein, so sind, wie insbesondere Herglotz zeigt,
fiir die Bewegung des starren Kérpers noch zwei Fille moglich:

(a) Die Reihe der unendlich vielen Ortsinderungen in der vier-
dimensionalen Welt besteht aus den Wiederholungen einer und derselben
infinitesimalen Lorentztransformation.

(b) Die Weltlinien der verschiedenen Punkte des starren Korpers
treten in jedem Augenblicke senkrecht aus der ihn tragenden linearen
Mannigfaltigkeit hervor.

Ad (a) diirfen wir als Beispiel die Schraubenbewegung ansetzen:

{x'=cosw-x—sinw-y,
(6) S ot 0y (w ein Parameter.)

.

t==1.
Fiir die dreidimensionale Auffassung ,,roticrt’ dann der starre Korper
mit konstanter Geschwindigkeit um die 2-Achse (an deren Stelle man

durch Koordinatentransformation natiirlich eine beliebige Gerade setzen
kann). Eine beschleunigte Rotation dagegen, also auch eine von der

1) Der Winkel, den die Weltlinien des starren Korpers im Galilei-Newton-Falle
mit den Mannigfaltigkeiten ¢ = const bilden, muB keineswegs = :; gesetzt,

sondern kann beliebig angenommen werden. Denn der fiir die Lorentzgruppe
geltende Ausdruck des Winkels zweier Fortschreitungsrichtungen:

PAtdt— dxd's — dyd'y — dzd'z
Yo — dxt —dyt — 4z YR A — d'at — 'yt — A’

wird fiir ¢ = 0 und did’t = 0 unbestimmt.

arc cos
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Ruhe beginnende, wiirde unser starrer Korper nicht ausfiihren konnen,
weil die Weltlinien seiner Punkte, Schraubenlinien von wechselnder
Steighdhe, normal nicht #quidistant sein kénnen (wie man durch
Nachrechnen bestitigt).
Mehr Interesse hat der Fall (b) gefunden, den wir Normalen-
bewegung nennen wollen. Trotzdem dadurch
f2) gewisse Feinheiten verwischt werden, wollen
) wir uns zu seiner Behandlung  wieder der
»orthogonalen'’ Koordinaten
X%, 9, % l=1ct
s bedienen und wuns so ausdriicken bzw. die
Figuren so zeichnen, als wenn diese GroBen
reell wiren,
Figur 2 mag wieder den Fall erlautern, wo
» und z konstant sind. Die Zeichenebene ist
also die x, l-Ebene. Die Weltlinien der ein-
zelnen Punkte des starren Korpers erscheinen
dann als orthogonale Trajektorien irgend einer Geradenschar, d. h.
sie sind die zu einer vorgegebenen Evolute gehérigen Evolventen,
‘Was die Mannigfaltigkeit von (a) und (b) angeht, so gibt es nur o010
Bewegungen (a) — weil doch durch die zugrundegelegte infinitesimale
Transformation der Lorentzgruppe der ganze
Verlauf der Bewegung bestimmt ist; —im Falle
der‘NormaIenbewegung aber ist dic Bewegung
festgelegt, wenn die Weltlinic eines beliebigen
Punktes des starren Korpers beliebig vorgegeben ist.
Um dies einzusehen, werde wieder cine Figur,
dieses Mal im Raum der %, v, I betrachtet
(Figur 8). Wir haben erstlich dic Weltlinic
P, P, P, dann als Normalebenen zu  ihr
die linearen Mannigfaltigkeiten (3), welche dic
Punkte des starren Kérpers tragen.  Alle anderen
Weltlinien (und damit die ganze Bewegung des
Fig. 3. starren Korpers) ergeben sich dann cindeutig
als normale Trajektorien der damit gegebenen
Schar linearer Mannigfaltigkeiten,

Fig. 2.

Hiermit ist die »Normalbewegung* in ihrem allgemeinen Charakter

festgelegt; wir wollen noch ihre infinitesimalen Transformationen und
dann die von ihnen erzeugten endlichen Transformationen betrachten.

Mégen wir die instantane Lage des starren Kérpers innerhalb 7 = (
nehmen. Jeder Punkt des starren Korpers soll nun aus / = 0 senkrecht
hervortreten, es soll also fiir ihn §x =0, § y =0, 6z = 0 sein. Mithin
lautet die infinitesimale Transformation (wenn wir gleich dafiir sorgen,
daB es eine orthogonale Transformation wird)

st
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¥ = x4 04 0+ de -l +0,
) y' = o+ v+ 04 ey 2 +0,
2 = 0 04 z2 -4 deg 1+ 0,

[ =—0e, - x—de, y— ez 2+ I+ 8¢,.
Da hier 4 infinitesimale Inkremente (5¢&,, d &, d¢&5 6&,) zur Verfiigung
stehen, werden wir sagen:

Der starre Koper besitzt im Falle (b) im %
Unendlichkleinen 3 Freiheitsgrade. & £7

Es liegt nun der FehlschluB nahe, daB der
starre Korper im Endlichen nur co* Lagen an-
nehmen kénne. Dem ist aber nicht so. Viel- l=o
mehr kann er alle durch Lorentztransforma-
tionen herstellbaren Lagen erreichen. Da ich Fig. 4.
diesen Punkt in der Literatur nicht besonders
behandelt finde, will ich etwas n#her darauf eingehen und kniipfe
dabei an Figur 4 an.
Ich sage zunichst: ich kann (durch eine Normalenbewegung) jeden
Punkt P von /=0 in jedem Punkt P’ und At
gleichzeitig die durch P hindurchgehende
Ebene” I =0 in jede durch P’ gehende
Ebene B’ {iberfithren. Zu diesem Zweck
habe ich nur durch P irgendeine gegen

=0 senkrechte Kurve zu zichen — <.'
welche in P’ senkrecht gegen E' miindet
— und diese Kurve als Weltlinie von P » g

zunehmen. Aber noch mehr! Ich kannbei Fig. 5.
der grofen Willkiir in der Wahl der Kurve
P P’auchnoch jedesdurch Pinnerhalbl = 0laufende Azimut in jedesdurch
P’ in der Ebene E’ laufende Azimut iiberfiihren (was in der Figur durch
die kleinen, den Punkten P und P’ beigesetzen Pfeile angedeatet sein soll).
Um das zu zeigen, geniigt es nachzuweisen, daf bei festgehaltenem P
die Ebene ! = 0 durch cine Reihe von Normalenbewegungen schlieBlich
in sich selbst um einen belicbigen Winkel verdreht werden kann.
Man betrachte, um das einzusehen, Figur 5. Gemeint ist: Man
drehe dic Ebene [ =0 zunichst um die Richtung des Ausgangsazimuts
PA als Achse, bis sic auf ihrer urspriinglichen Lage senkrecht steht,
bringe sie von da aus durch Drehung um die Normale PA" ihrer ur-
spriinglichen Lage in der Richtung des neuen Azimuts PA" und lege
sie durch abermalige Drehung um 90°, jetzt um die Achse PA”, derart
in ihrer Anfangslage / = 0 zuriick, daB sie mit dieser gleichstimmig zu-
sammenfiillt,
DaB die Zahl der Freiheitsgrade im Endlichen solcherweise mit der
im Unendlichkleinen nicht stimmt, darf nicht {iberraschen. In seincr
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nachgelassenen Mechanik (L c. S. 68) hat Hertz Entsprechendes aus
fithrlich fiir die auf fester Unterlage rollende Kugel auseinandergesetzt,
Sie hat nur 3 Freiheitsgrade im Unendlichkleinen, 5 im Endlichen,
Hertz hat fiir dieses Verhalten den Terminus geprigt, dafi dic Be-
dingungen, welche die Beweglichkeit der Kugel im Unendlichkleinen
einschriinken, nicht | Zolonom'* seien. SchlieBlich ist die Sache dem
Mathematiker, der sich mit der Theorie des Pfaffschen Problems be-

schiftigt hat, wohlbekannt. Bedinge ich (um beim einfachsten Falle
von 3 Variablen zu bleiben)

Xdx + Ydy + Zdz = 0,

so ist der Punkt %, y, z durch diese Bedingung nur dann an eine be-
stimmte Fliche F == const gebunden, wenn sich die linke Seite durch
Multiplikation mit irgendeinem M in die Gestalt d / setzen l1afit, was die
Bedingung
Y 9z 0Z X L(0X oY
X (a ‘a;») + Y(b’}“'z}}) +Z(Jy - 'a;v') =0

erfordert; andernfalls kann unser Punkt noch an jede belichige Stelle
des Raumes gebracht werden.

Resumieren wir, so hat auch die mit der Annahme der Lorentzgruppe
vertrigliche zweite Moglichkeit fiir die Bewegung cines starren Korpers,
die ,Normalenbewegung*, mit derjenigen, die im Falle der Galilei-
Newton-Gruppe auftritt, wenig Ahnlichkeit. Um wenigstens im Un-
endlichkleinen die Ubereinstimmung zu sichern, hat Born 1910 in den
Géttinger Nachrichten einen anderen Vorschlag gemacht, der sich etwa
so formulieren 14Bt:

»Jeder starre Kérper besitzt einen Zentralpunkt P, dessen Welt-
linie stets senkrecht auf der linearen Mannigfaltigkeit (3) steht, welche
den starren Kérper enthiilt. Um diesen Punkt aber kann sich der
starre Korper innerhalb dieser Mannigfaltigkeit beliebig drehen.”

Diese Definition wiirde also, wenn wir wieder mit der lincaren Mannig-
faltigkeit = 0 beginnen, die infinitesimale Transformation mit 7 un-
endlich kleinen Inkrementen zulassen:

x = A Oy y— Oy -z de LR 0,
(8) Y =— 0y x4 Y+ dpez dey -t 0,

== Op.x—3Fg.y | Z4- dey -t 40,

=g — gy — d&g- 2z - i 0.

Die Paradoxien sind damit aber nicht aus der Welt geschafft; denn im
Endlichen behilt der Koérper gewiB seine Fihigkeit, die er schon vorher
besaB, 00’ Lagen anzunehmen.

Es ist mir nicht bekannt, daf jemand diesen Ansatz weiter verfolgt
hdtte. Die allgemeine Auffassung ist wohl immer mehr die geworden,
daB man den Begriff des starren Kérpers, den noch Hertz zum Funda-




S

SchiuBbemerkung, Erlziuterﬁngen. 135

ment seiner Mechanik machen wollte, in der Lorentzmechanik kurzer
Hand beiseite lassen soll. Man sieht, welche Anderungen unsere physika-
lischen Grundanschauungen erleiden.

SchluBbemerkung.

Dic letzten Paragraphen zeigen, daB in der Lorentzmechanik doch
mancherlei anders zu fassen ist, als in der klassischen Theorie. Uberall
da, aber auch nur da, wird ecin prinzipieller Unterschied eintreten, wo
in der letzteren die Vorstellung zeitloser Ubertragung grundlegend ist.
Deshalb 148t sich die Mechanik der Kontinua der Lorentzgruppe un-
mittelbar anpassen. Ich muB mich aber hier darauf beschrianken,
dieserhalb erneut auf die wichtige Arbeit von Herglotz {iber Elasti-
zititstheorie (Ann. d. Phys. [4], 36, 1911) zu verweisen. Wir selbst
miissen uns, dem Zweck dieser Darstellung entsprechend, auf die
elementaren Anfinge der Mechanik beschranken (wie wir dies
auch bei der Elektrodynamik getan haben). Unser Ziel kann nicht sein,
ein Lehrbuch der mathematischen Physik zu ersetzen. Vielmehr han-
delt es sich nur darum, fithlbar zu machen, da die Physiker die
mathematischen Hilfsmittel, deren sie bei der Durchfiihrung ihrer
modernen Spekulationen bediirfen, in der Mathematik des 19. Jahr-
hunderts fertig ausgebildet vorfinden.

Erlduterungen zum zweiten Kapitel.

1. S.64 Z.10: Hier liegt cin im Riccikalkill allgemein angewandtes
Verfahren vor, das ,,Uberschichung'* oder ,,Verjiingung'* genannt wird
(vgl. Eddington 1. c. S.205).

2. S.67: DalB die Gleichungen der Elektronentheorie nicht end-
giiltig richtig sein konnten, folgt bereits aus der Existenz der Elektronen
selbst, die nach den alten Feldgleichungen zunéchst nicht zu verstehen
ist. Man bhat nun versucht, die Feldgleichungen so abzuindern, daf
die Llektronen als spezielle Losungen aus ihnen herauskommen?) (Mie,
Einstein, Hilbert, Weyl, Eddington). Jedoch erlangte man auf diesem
Wege keine befriedigenden Resultate. Inzwischen war aber die klas-
sische Elektronentheoric auch noch von einer anderen Seite her er-
schiittert worden, niimlich durch die Entdeckung der Quantencerschei-
nungen (Planck, Einstein) und die daran anschlicflende Erforschung
der Atomstruktur?) (insbesondere durch Bohr). Der Ausgangspunkt lag

Y Einen zusammenfassenden Bericht gibt W, Pauli jr. in seinem Artikel iiber
Relativititstheorie in der Enc. d. Math., Wiss, Bd, V (19), 8. 749ff. Siche ferner
noch I, Jiittner: Math, Ann. Bd.87, 1022; A. Einstein: Berl. Ber, 1922—1924; S, A,
Eddington: Relativititstheorie. Berlin 1925.

%) Zusammenfassende Darstellungen: A, Sommerfeld: Atombau und Spektral-
linien, 4. Aufl, Braunschweig 1924; M. Born: Atommechanik, Berlin 1925,

el
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dabei allerdings weniger auf Seiten der Elektrodynamik als auf Seiten
der klassischen Mechanik, welcher noch zusitzlich gewisse Beschriin-
kungen (die Quantenbedingungen) auferlegt wurden. In neuester Zeit
hat endlich eine Entwicklung der Quantentheoric begonnen, dic sich
eine einheitliche Beschreibung aller Strahlungs- und Atomvorginge zum
Ziele setzt?) (Heisenberg, Born, Jordan, Schridinger, Pauli, Dirac). Da
diese Entwicklung sich noch im Flu3 befindet und auch die Elektro-
dynamik selbst vorldufig nicht véllig mit eingearbeitet ist, kann zur Zeit
nicht zusammenfassend dariiber referiert werden.

3. S. 83 Z. 4: SchluBverfahren der ,,Quotientenregel”. Vgl. Ed-
dingten (1. c. S. 205) S. 70—73. X

. |
4. S. 83 Z. 12: Die Addition von 26“,!2 ist erlaubt, weil 56, £

ein zum vorher angegebenen kogredienter Tensor ist. Vgl. Anmerkung 4
zum ersten Kapitel.

5. 5.90Z.8v.u.: WirenamlichaneinerStelle > X% . 0( 1, ..., 4)

. . . U ) /:'J()"'Ic vy

P

nicht erfiillt, so kénnte man, dhnlich wie das bei bekannten Schliissen
der Variationsrechnung geschieht, das Integrationsgebict so um die
Stelle herumlegen, daB das Integral von Null verschieden wird.

Drittes Kapitel?),

Gruppen analytischer
Punkttransformationen bei Zugrundelegung
einer quadratischen Differentialform.

A. Die allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen
der klassischen Mechanik.

Vorbemerkung.

Bisher betrachteten wir nur Gruppen linearer Substitutionen irgend-
welcher Verdnderlicher x,, ..., x,. Unser Fortschritt soll jetzt sein,
dal wir Gruppen beliebiger Substitutionen:

(1) HL=¢ (yl N U Ty ==y (V. -yh)

!) Diegrundlegenden Arbeitensind: W. Heisenberg : Zeitschr. £ Phys. Bd, 33, S.874,
1925; M. Born und P, Jordan: Zeitschr, f. Phys. Bd. 34, S, 868. 1926; Heisenberg,
Born und Jordan: Zeitschr, {. Phys. Bd. 85, S. 557, 1926; M. Born: Zeitschr, I,
Phys. Bd. 40, S.167. 1926; Jordan: Zeitschr., . Phys. Bd. 40, $.809. 1927; L. Schro-
dinger,: Verschiedene Arbeiten in den Ann. d, Phys., auch in Buchform: Ah-
handlungen zur Wellenmechanik, Ferner zahlreiche Abhandlungen von 1. A. M,
Dirac in Proc. of the roy. soc. of London.

%) Man vergleiche Anmerkung 1 am KapitelschluB, (FL.)
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ins Auge fassen. Indem wir die ;.. .%, zumeist als Punktkoordinaten
in einem #-fach ausgedehnten Raume auffassen, sprechen wir kurzweg
von Punkttransformationen. Es steht dabei frei, sich entweder das
Koordinatensystem als fest und den Raum bzw. die in ihm gelegenen
G.bilde als transformierbar anzusehen, oder, wie es zunichst bequemer
ist, den R, als fest und das Koordinatensystem als verdnderlich (so
daB also die (1) eine ,,Koordinatentransformation® vorstellen).

Dic %,...%, bzw. y;...y, denken wir uns dabei bis auf weiteres
als reelle GréBen und beschriinken unsere Betrachtungen auf ein solches
Raumstiick, innerhalb dessen die Funktionen ¢, die wir der Einfachheit
halber als analytisch voraussetzen werden, durchaus regulir verlaufen
und eine nicht verschwindende Funktionaldeterminante haben?). Die
Substitutionen (1) lassen sich dann innerhalb des uns interessierenden
Bereiches eindeutig wmkehren, der Gruppenbegriff also so fassen, daB
in der Gruppe neben der Substitution (1) immer auch die inverse auf-
tritt. Wihrend aber die Gruppen linearer Substitutionen, die wir
frither betrachteten, nur endlich viel Parameter enthalten, werden es
nunmehr, allgemein zu reden, unendlich viele sein. Wir werden die ¢,
sogar zumeist keinen anderen Beschrinkungen unterwerfen, als den
bereits voraufgeschickten; wir sprechen dann von der Gruppe aller
Punkttransformationen und bezeichnen diese vielfach kurzweg als G,

Immerhin besteht mit der Gruppe der linearen Substitutionen von
n Verdnderlichen der Kontakt, daf sich gemilB (1) die Differentiale
dx; homogen linear substituieren:

d
dx, = é (Pl v+ - Jj/ tdy,
) - R
() " d n
d*n (]’ d}' + - . + dz) dyn ,

a
ebenso auch die Differentiationszeichen FER die sich einfach zu (2) kon-

tragredient umsetzen:

8 _9¢ 0 ey 0
dy; I ax tor dy, ‘7"
d — ()(p, [ L 9. 9
Gy "o an T Tay, oy

Hiermit ist der cigentliche Ausgangspunkt fiir alle folgenden Betrach-
tungen gegeben. Uberall kniipfen wir an die Invariantentheorie der
linearen Substitutionen an, wobei nur von vornhercin beachtet werden
muB, daf die Determinante der linearen Substitution (2) baw. (3) — die
Funktionaldeterminante der % nach den y — im allgemeinen nicht,

1) Diese Beschrinkungen werden weiterhin, wo nicht das Gegenteil gefordert
wird, immer stillschweigend vorausgesetzt.
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wie wir bisher gewshnlich von der Substitutionsdeterminante voraus-
setzten, gleich 1 sein wird,

Als geeignete Objekte unserer invariantentheoretischen Unter-
suchung erscheinen dementsprechend neben irgendwelchen (analyti-
schen, in unserem Bereich eindeutigen) Funktionen f (%...%,) in
erster Linie Differentialjormen

(4a) Fxy...%,; dxy...dx,)
oder auch

., 90 7]
(4b) F("l"'xma’;{l"'a;;),

die in den Differentialen bzw. den Differentiationszeichen homogen (im
einfachsten Falle rational, ganz und homogen) sind — daneben dann
allgemeinere Formen, welche mehrere Reihen von Differentialen 4 x5
d'%; ..., jede homogen, bzw. von Differentiationszeichen '('(?‘», (;i‘“ e
jede Reihe homogen, oder auch, in geeigneter Homogenitit, beiderlei
Arten von Symbolen nebeneinander enthalten.

Natiirlich ist es keineswegs unsere Absicht, eine Invariantentheorie
dieser Formen bei Zugrundelegung unserer G systematisch zu ent-
wickeln. Vielmehr beschrinken wir uns auf solche verhéltnismiRig
einfachen Ansitze, welche fiir die mathematische Physik von be-
sonderer Bedeutung geworden sind. Indem wir ihren historischen
Werdegang, wic wir ihn auffassen, und ihre Tragweite in groflen Ziigen
moglichst eindringlich auseinandersetzen, hoffen wir auch fiir weitere
Kreise etwas Niitzliches zu leisten,

Wir wenden uns zunichst nur zur Betrachtung einer einzelnen
quadratischen Differentialform:

(5) 2o dx;da,

(die a;;, ,,in unserem Bereiche eindeutige, regulir verlaufende analy-
tische Funktionen der ¥1...%,; die Determinante der a;, ebenda von
Null verschieden). Mit der so vorangestellten Beschrinkung schlieBen

wir ersichtlich an dje Betrachtungen des vorigen Kapitels an, fiir welche
die besondere quadratische Form

(6) Ax®+ dy? 4 dz® — c2qype

fundamental war. In der Tat ist es eine unserer Hauptabsichten, aus-
cinanderzusetzen, wie sich aus der an (6) ankniipfenden, auf die
Lorentzgruppe beziiglichen niederen (..speziellen”) Relativititstheorie
der modernen Physiker in den letzten Jahren eine héhere (,,allge-
meine'’) Relativititstheorie entwickelt hat, welche cine allgemeinere
quadratische Differentialform von 4 Verinderlichen zugrunde legt
und als Gruppe die G, aller Punkttransformationen heranzichtl). Das

1) Das sollte im vierten Kapitel dieses Buchs geschehen, das Klein nicht
mehr vollendet hat, (H.)
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Sachverhiltnis ist wieder dieses, daB der mathematische Apparat
hierfiir in der Hauptsache seit langem ausgebildet vorlag und nur
der Inanspruchnahme durch neue’ physikalische Ideenbildungen be-
durfte. Um dies klarzustellen, miissen wir mehr als ein Jahrhundert
zuriickgehen, bis zu der klassischen Formulierung, welche Lagrange
der analytischen Mechanik in seinem Fundamentalwerk erteilt hat
(Mécanique analytique, 1. Auflage 1788).

§ 1. Einfithrung der Lagrangeschen Gleichungen und
ihrer Grupp€ Ge.

Wir stellen nur die Hauptpunkte, auf die es uns ankommt, in
knapper Aufzihlung zusammen, Dabei bedicnen wir uns, wo es ange-
zeigt ist, moderner Terminologie, beschriinken uns iiberhaupt nicht auf
Lagranges eigene Entwicklungen.

1. Die allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen bezichen sich auf
Systeme irgendwelcher Massenpunkte

1) My Fi, YVio Fis
welche an irgendwelche ,Bedingungsgleichungen®
(2) b =0 ¥ =0,

gebunden sein konnen derart, dal} sich die x;, ¥, z; innerhalb des Be-
reiches, der uns gerade interessiert, als regulire analytische Funk-
tionen von # unabhiingigen Parametern
(3) -+ -4n
darstellen lassen. Auf den einzelnen Punkt (1) soll cine Kraft mit den
Komponenten X;, Y, Z; wirken; gesucht werden die Differential-
gleichungen, denen unter diesen Umstiinden die ¢y« . .q, als Funktionen
der Zeit £ geniigen.

2. Die von Lagrange gegebenen Formeln verlangen bekanntlich
nur, daf man cinerseits dic lebendige Kraft des Systems:

S T,

) T = X, (# 55+ H)
durch die g, ¢, ausdriickt, andererseits dic Arbeit, welche die Kriifte
bei einer virtuellen Verriickung der Angriffspunkte leisten, also
(5) 0A = X (X;0%, 4 YV 0y - Z; 02)

in YP,dg, umrechnet. Dic Bewegungsgleichungen werden dann

einfach:
(‘i (0 T)
9qa/ 0T .
—ar “ogaTa=0-
3. Um die auBerordentliche Tragweite dieser Gleichungen abzu-
schiitzen, muB man sich klarmachen (was bei Lagrange merkwiirdiger-
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weise nicht ausdriicklich hervorgehoben ist, was aber im AnschluB an
Lagrange immer mehr oder minder bekannt gewesen ist), daB die
Formeln, welche die x,, Yi %; durch die ¢, ausdriicken, neben den T
gern auch die Zeit ¢ enthalten kénnen (wie dies beispielsweise notwen-
digerweise eintritt, wenn die Bedingungsgleichungen (2) ihrerseits
bereits das ¢ enthalten)l). Man hat nur bei der Berechnung von 64
das ¢ nicht mitzuvariieren, vielmehr allgemein zu setzen:

(1) A= 3P,sq,.

Bei der Berechnung von T bzw. der nach der Zeit genommenen Dif-
ferentialquotienten %, v, 2, kommt diese Abhiingigkeit von ¢ aber
natiirlich zur Geltung. Dementsprechend wird das umgerechnete T,
allgemein zu reden, eine Gestalt haben:

1 .o .
(8) T='2"2‘la(f 9o 98 'f‘gba e

(unter den g,p, 5, Funktionen der ¢ und des ¢ verstanden). Neben
dem in den ¢ quadratischen Term tritt also ein Linearterm auf, der
dann bei Ausrechnung der Gleichung (6) diejenigen Zusatzglieder
liefert, welche man nach dem Astronomen Clairaut (1742) oder dem
Techniker Coriolis (1832) zu nennen pflegt.

4. Der Beweis der Gleichungen (6) kann natiirlich durch dirckte
Umrechnung der in den s, Y, 2 geschriebenen Bewcgungsgleichungen
geleistet werden. Statt dessen bedient man sich meist des Variations-
ansatzes, den wir hier dahin formulieren, daf}

(9) ST+ 64ydt=0

sein soll, wofern wir im Integrationsintervall die g« Deliebig variieren,
an den Grenzen aber festhalten?).
In der Tat haben wir in dem Term

(10) fam;:j(z (G 00a) + 237 54.))

den zweiten Bestandteil nur in bekannter Weise durch partielle Inte-
gration umzuformen und die Definition von 04 gemiB (7) heranzu-
ziehen, um aus (9) die Formel zu crhalten:

f[ v(ar '”\Z,,T> ) }
- A 2 da T @ T Pu)0g.|dt=0,

die unmittelbar zu den Gleichungen (6) hinftihrt.

1) Vgl zu den Angaben des Textes tiberall den cinfithrenden Artikel des
Bandes 4 (Mechanik) der Math. Enzyklopidie: A. Vof, Dic Prinzipien der
rationellen Mechanik,

*) Das Verschwinden der Variation an den Integrationsgrenzen wird wieder
durch die Querstriche beim Integraizeichen angedeutet.
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5. Wir fragen vor allem, wieso der Komplex der Lagrangeschen
Gleichungen (6) gegentber belicbigen Transformationen der Para-
meter ¢,, genauer gesagt: gegeniiber der G, aller in unserem Re-
reiche reguliren analytischen Substitutionen:

=1 (q1" g t)
(12) Gn == Pn (qll ) 'Q;v t)

b=t

invariant ist. Die priizise Antwort hierauf gibt unser Variationsansatz.
Wir haben bei unserer Frage T und damit § 7', andererseits d 4 von
vornherein als gegeben und damit als invariant anzusehen. Wir
schliefen, daB gleicherweise der unter dem Integralzeichen (11) stehende
Integrand, also

d(?‘?@)

~1aT J e

. 2z o

eine Invariante ist. Die linken Seiten der Gleichungen (6) sind nichts
anderes als die mit negativem Zeichen genommenen, mit den verschie-
denen dg, in dieser Invariante verbundenen Koeffizienten. Nun werden
wir den Komplex der dg, selbst nach Analogic mit unseren fritheren
Entwicklungen einen Vektor nennen. Unsere Koeffizienten bezeichnen
dann ecinen kontragredienten Vektor und die Invarianz unseres Glei-
chungskomplexes erscheint danach kurzweg darin begriindet, dall er
das identische Verschwinden eines kontragredienten Veklors verlangt.

6. Wir wollen unsere Auffassung von der in ihrer Wirkung viel-
leicht nicht ganz durchsichtigen particllen Integration unabhiingig
machen. Wir ecrreichen dies, wenn wir den Term, der bei der par-
tiellen Integration wegfiillt, unter dem Integralzeichen beibehalten,
nimlich statt (13) einfach schreiben:

o d [ GOT i
(14) or— (20, 80. )+ NPy b1,
. . . . .. cd i

(wzts mit (13) tibereinstimmt, weil d¢, = ‘{d{{:‘= td;/a)

Der Ausdruck (14) ist invariant, weil er aus lauter Invarianten (der
Gruppe (12)) zusammengesetzt ist.

Wir haben damit genau Anschlufl an die Art und Weisc genommen,
wie Lagrange sclbst in seiner Mécanique analytique, I, 3. Aufl.,S. 326)
vom Prinzip der virtuellen Verriickungen aus ohne Benutzung der Va-
riationsrechnung zu seinen allgemeinen Gleichungen vordringt. In der
Tat setzte er (ich halte dabei unsere Bezeichnungen fest), die durch
das genannte Prinzip gegebene Gleichung
(18) 3 ((Xy—myy) 0%, 4 (Y, —m; §,) 8y, -+ (Z,— myk;) 62,) =0

1) Ges. Werke, Bd. 11.

TRE
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direkt in folgende um:

(16)  Z(Xdx,+ Y, 03,4 2,02,) — 1, (Zom, (85,4 9oy, - 3,62.)

+o2 (% (a8 +58+23) =0,

wo nun die linke Seite mit (121) begrifflich direkt tibereinstimmt. Herr
Heun, der sich um das Verstindnis von Lagranges analytischer
Mechanik so groBe Verdicnste erworben hat, nennt den Ubergang von
der linken Seite von (15) zu der von (16) geradezu Lagranges Zentral-
gleichung'). Zugleich hat er dem gedanklichen Inhalte von (16) fol-
gende prignante Form gegeben: Die virtuelle Arbeit der am System
angreifenden Kriifte ist gleich der Anderungagcschwindigkeit der
,virtuellen Impulsarbeit vermindert um die virtuelle Anderung der
lebendigen Kraft,

§ 2. Die G, der Lagrangeschen Gleichungen und die
Galilei-Newton-Gruppe.

Kopernikanische und Ptolemaiische Koordinaten.

Einstein hat bekanntlich die Forderung aufgestellt, allen Natur-
gesetzen eine solche Form zu geben, daB sie von belichigen Transfor-
mationen der zur Festlegung eines Weltpunktes dienenden Koordi-
naten, also von x, y, 2, ¢ unabhingig erscheinen. Dic Entwicklungen
des vorigen Paragraphen lassen erkennen, wie weit dieser Forderung
— auf dem Gebiete der Mechanik ~- bereits durch Lagranges allge-
meinen Gleichungen entsprochen ist. Der Ansatz von Lagrange greift
nach der einen Seite {iber das Einsteinsche Postulat hinaus, indem er
statt des einzelnen Massenpunktes Punktsysteme betrachtet, er bleibt
andererseits in den iiblichen Darstellungen dahinter zuriick, indem in
den Gleichungen (12) die Zeit ¢ gewdhnlich nicht mittransformiert wird,
Die Zeit ¢ in die allgemeinen Transformationen mit cinzubezichen, ist
in der Tat cin neuer physikalischer Gedanke, der durch die Lorentz-
gruppe der modernen Elektrodynamik herangebracht wurde. Es ist
Einsteins cigenstes Verdienst, diesen Gedanken in sciner prinzipiellen
Tragweite erfaBt zu haben. Im tibrigen aber wolle man dic Leistungen
von Lagrange nicht tibersehen,

Suchen wir noch klar herauszuarbeiten, wie eigentlich die Invarianz
der Lagrangeschen Gleichungen gegentiber der durch (12) definierten
Gy, sich zu der Invarianz gegeniiber der Galilei-Newton-Gruppe ver-
hdlt, die wir im vorigen Kapitel insbesondere fiir das Vielkorper-
problem der Astronomen erliuterten. Wir haben dic Differentialglei-
chungen des Vielkérperproblems damals in den gewdhnlichen recht-

1) Vgl. z. B. Math. Enzyklopadie IV, 11, S, 447.




A. § 2. Die G, der Lagrangeschen Gleichungen, 143

winkligen Parallelkoordinaten der Himmelsmechanik — sagen wir,
in ,,Kopernikanischen* Koordinaten — aufgestellt:

am X% =—k? Y wmm, "‘;x’ usw.

0 ik

Diese Gleichungen als solche bleiben bei der zehngliedrigen Gruppe
linearer Substitutionen der x, y, z, {, die wir nach Galilei-Newton
nannten, aber nicht etwa bei der G, der Gleichungen (12) ungeéndert.
Um den Vergleich der beiden Gruppen zu erleichtern, wollen wir in
der G, der Galilei-Newton-Gruppe, wie sie auf S. 54 definiert ist, die
Substitution ¢ = - ¢’ 4 &, durch die identische Substitution ersetzen.
Es liegt dann nur mehr eine G, vor, welche direkt eine Untergruppe
der durch (12) gegebenen G, ist.

Wir denken uns jetzt, sofern » Himmelskorper zu betrachten sind,
die 3 » Koordinaten x;, y,, z; irgendwie als Funktionen von ¢ und
von # = 3 Parametern ¢,...q,. Die Aufstellung der fiir diese ¢,
geltenden Lagrangeschen Gleichungen (6) ist besonders einfach, weil
sich die in (14) auftretenden Kraftkomponenten in. bekannter Weise
als die partiellen Differentialquotienten '—?”;, —g: w—g;‘] der po-
tentiellen Energie

mym
darstellen lassen; wir haben also nur dieses U als eine Funktion der
der ¢...q, umzurechnen und

ou
(19) Py=—{ .-
zu nchmen.

Und nun tritt uns vom invariantentheoretischen Standpunkt aus
die Frage entgegen: wie ist s zu verstehen, daB die ncuen Gleichungen
nicht nur bei der Gy, von der wir gerade sprachen, sondern bei der G,
(12) ungeiindert bleiben? Offenbar nur so, daB wir uns neben den
qy---q, auch T und U bzw. deren Differentialquotienten (soweit sic
vorkommen) den Gleichungen (12) entsprechend transformiert denken
miissen. Wir haben es bei der in Rede stehenden Invarianz unserer
Lagrangeschen Gleichungen gar nicht schlechtweg mit der G, der
Gleichungen (12) zu tun, sondern mit der ,erweiterten* Gruppe, die
dadurch entsteht, dafl wir die Ausdriicke der T und U als Funktionen
der transformierten ¢, hinzufiigen. Je nachdem wir diese Trans-
formation wihlen, dndern die T und U ihre Gestalt, und die in g, ¢,
geschriebenen Differentialgleichungen ebenfalls. Sie erscheinen nur
dadurch in der einheitlichen Form der Lagrangeschen Gleichungen,
weil wir in sie neben den g, die Symbole T und U eingefiibrt haben.

Dabei behilt neben der G, die Gy natiirlich ihr Recht. Seien die
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Substitutionen derselben, in den urspriinglichen Koordinaten geschrie-
ben, allgemein durch

Xy Vir % =S (b %[, ¥, %)
bezeichnet, Seien ferner die Formeln, durch die wir das einzelne System
der ¢ einfithren:

%o Yoo 2=V (@1 qa);
die nach den g,..., genommenen Auflésungen dieser Gleichungen
seien durch

qie-Gn = V-1 {t; 2y, Yy By vvoeh Xy Vi zr)
bezeichnet. Die Lagrangeschen Gleichungen des Vielkérperproblems,
die wir fiir dieses einzelne System der g,...q, aufstellen, werden dann
in ¢, geschrieben immer gerade bei derjenigen Gy ungeindert
bleiben, die wir in leicht verstindlicher Symbolik so schreiben:
(20) Qoo Gu=V'SV(;q...q).
Die Invarianz im erweiterten Gebict der G, aber tritt, wie schon gesagt,
erst nach ,,Adjunktion’ der Funktionszcichen 7" und U einl),

An diese Erérterungen kniipfen sich wichtige historische Erinne-
rungen.

Das nichstliegende Koordinatensystem, dessen sich der beobach-
tende Astronom naturgemidB bedient, ist das ,,Ptolemdische’, niim-
lich Hoéhe und Azimut des Gestirns, wice sic sich dem  Beobachter
darsteflen, und die Entfernung des Gestirns vom Standpunkt des
Beobachters. Um in den so definierten Koordinaten die Bewegungs-
gleichungen fiir die verschiedenen Korper des Sonnensystems an-
zuschreiben, haben wir nur aufl das allgemeine Schema unserer
Lagrangeschen Gleichungen zuriickzugreifen. Das Resultat ist natiir-
lich viel komplizierter als unser obiger Ansatz in Kopernikanischen
Koordinaten, und wir mégen daran crmessen, welcher ungeheure
Fortschritt durch Kopernikus errcicht worden ist. Er sclbst empfand

1) Das ganze Sachverhiltnis, um welches es sich hier handelt, kennen wir von
einem einfachen Beispiel her, das in Xap. 1, 8. 221[. auslihrlich besprochen wurde,
s handelte sich damals um dic Bezichung zwischen den Invarianten der orthogo-
nalen und der allgemeinen linearen Gruppe. Eine orthogonale Invariante (die als
solche nur bei denjenigen lincaren Substitutionen ungelindert bleibt, welche
x§ R ‘b,‘, in sich selbst iiberfithren) konnte sofort als eine Invariante der all-
gemeinen linearen Gruppe angeschen werden, wenn wir den vorgelegten Variabbeln-
systemen (IKomplexen) noch die quadratische Form hinzafigten, welche aus
f=saf o o0 a8 bei der jeweiligen allgemeinen lincaren Transformation her-
vorgeht, Fiir die geometrische Auffassung fithrte das zur allgemeinen affinen
oder auch (wenn man die Verhiltnisse x,:ay:. . .14, als Punktkoordinaten in R ..,

interpretierte) zu Cayleys allgemeiner ,projektiver’” Madbestimmung. — Iie

Dinge werden immer entsprechend liegen, wenn man ven der Invariantentheorie
irgendwelcher Substitutionsgruppe zur Invariantentheorie ciner umfassenden
- ergeht.
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wohl nur die grole Vercinfachung des rdumlichen Bildes, in welches
man die Bewegungen der Sterne nunmehr rein qualitativ einordnen
konnte. Die Arbeiten von Galilei und Newton haben dann gezeigt,
dal man so auch das Quantitative der Erscheinungen, die wirkenden
Krifte, d. h. eben die Bewegungsgleichungen in einfachster Weise
formulieren konnte. Die ganze Lehre von den planetaren Stérungen
ist von hier aus entstanden. Aber die suggestive Kraft des gewon-
nenen dynamischen Ansatzes ging in der Folge noch weiter, z. B.
war es nur von da aus mdoglich, die Erscheinungen des Foucoultschen
Pendels vorauszusagen. Alles dies wird von uns nur an dem ein-
fachen Schema begriffen, welches die Kopernikanischen Koordinaten
vermitteln und immer erst hinterher, fiir die Zwecke der Beobach-
tung, in Ptolemiische Koordinaten umgesetzt,

Dic Forderungen Einsteins oder die Bedeutung der allgemeinen
Lagrangeschen Gleichungen sind also nicht dahin zu verstehen, als
wenn es schlechtweg cinerlei wiire, welches Koordinatensystem man
benutzt. Hitte man die allgemeinen Lagrangeschen Gleichungen vor-
weg gekannt, so wire es einer der gréfiten Fortschritte gewesen, wenn
jemand hinterher entdeckt hitte, daB es besondere Koordmatensysteme
gibt, fiir welche die Differentialgleichungen des Vielkérperproblems die
einfache Form (17) annchmen und fiir welche sich infolgedessen die
immer in der Gestalt (20) vorhandene Galilei-Newton-Gruppe linear
darstellt. Vom allgemeinen Standpunkte aus werden die Kopernikani-
schen Koordinaten durch diese mathematische Tatsache geradezu
definiert.

§ 8. Vereinfachte Variationsprinzipe, Ubergang zur
Geometrie.

Wenn wir uns, wie dies beim Vielkérperproblem der Fall ist, die
auf unser mechanisches System wirkenden Kraftkomponenten P,
gemiB den Gleichungen (19) durch die partiellen Differentialquotienten

v, . . .

-——gq einer potenticllen Energic U gegeben denken (die auBer von
<3
den ¢,...q, auch noch von ¢ abhingen kann), so verwandelt sich der

Variationsansatz (8) in denjenigen, den man in Deutschland gewdhnlich
das Hamiltonsche Prinzip nenntl):

@) 8 [(T—U)dt=0

Indem wir jetzt weiter voraussetzen, daB weder in T noch in U das ¢
explizite auftritt, nehmen wir vollends den Ideenkreis auf, der schon in

1) Wegen der eigentiimlichen bistorisch-literarischen Verhiltnisse siehe Bd. I,
Kap. V,
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Bd. 1, Kap.V ausfiihrlich dargelegt wurde. Die lebendige Kraft T wird
zur homogenen quadratischen Form der G

1 L.
(22) T== 2"2“&1/1 Qe 95 »

und wir haben als eine Folge der Lagrangeschen Gleichungen das
Integral der lebendigen Kraft

23) T+ U=h,

mit dessen Hilfe wir die Gleichung (21) durch den Jakobischen Va-
riationsansatz ersetzen kénnen:

(24) SV h=U) Tar=o.

Hier tritt das ¢ nur noch formal auf. In der Tat haben wir, indem wir
das df mit unter die Quadratwurzel nehmen

(25) 8 [ VL 30—y aupdauday =0,

so daB die Bahnkurven unseres Systems im ,,Raume der ¢" mit den
geoditischen Linien dieses Raumes zusammenfallen, wenn dessen
,Bogenelement* ds durch dic Formel gegeben ist:
h—U

(26) dst= 3% " a4y ydgy dg,.
Die Zeit aber, binnen deren irgend ein Stiick einer solchen geodiitischen
Linie durchlaufen wird, ergibt sich nach (28) durch die Quadratur;

§ ‘V‘(IH d d ‘ dS
9 - i QB Oy 911= )
(27) t‘".”/ 2 (h—U) h—U"
Den vollen AnschluB an die Riemannsche Geometric des s-dimen-
sionalen Raumes erhalten wir schlieBlich, indem wir das U tiberhaupt
konstant voraussetzen (so daB auf unser mechanisches System keinerlei
»Kraft' mehr wirkt) und dann der Einfachheit halber noch 21— U =1
nehmen. Die Bahnkurven unseres Systems fallen dann einfach mit den
geoddtischen Linien desjenigen R, zusammen, dessen Bogenclement

e
(28) ts=)/} 3 aupdgudgy

ist, wihrend die Zeit ¢ gemif (27) direkt mit der Bogenlinge des
durchlaufenen Stiicks zusammenfillt.

Wir haben diese allbekannten Dinge hier nur reproduziert, damit
von vornherein deutlich ist, wie die geometrischen Untersuchungen
von Gauf und Riemann, zu deren Besprechung wir uns nun hin-
wenden, auf dem Mutterboden der Lagrangeschen Gleichungen er-
wachsen sind,

Im iibrigen kénnen wir die Aufgabe, die uns nun bis auf weiteres
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beschiftigen soll, so restimieren. Indem das in den Substitutionen (12)
vorkommende ¢ nicht mehr explizite auftreten soll, haben wir in den
Formeln

29
In = @Pn (Qi cee Q;z)

die G, aller Punkttransformationen des von den ¢ erzeugten R, vor
uns. Wir sollen eine quadratische Differentialform ds? = Ya,,dq, dg,
im Sinne der zugehérigen Invariantentheorie behandeln. Dabei kann
man der Anschaulichkeit halber ds als das Bogendifferential des R,
deuten.

B, Die Leehre von der inneren Geometrie zwei-
dimensionaler Mannigfaltigkeiten auf der Grundlage
von Gauf’ Disquisitiones circa superficies curvas.

§ 1. Zur Orientierung.

Gauf’ grole Abhandlung, die wir in vorliufiger Form schon in
Bd. 1, Kap. I, besprachen und die fiir unsere ferneren Entwicklungen
den Ausgangspunkt bilden wird, ist nach den verschiedensten Seiten
von bahnbrechender Bedeutung gewesen. Erwachsen aus Gauf}’ geodi-
tischen Arbeiten und getragen von seinen philosophischen Spekula-
tionen iiber die Natur unseres Raumes hat siec nach theoretisch-mathe-
matischer Seite der gesamten Differentialgeometrie den wichtigsten
Impuls gegeben.

Ich darf, was das historische Zustandekommen der Disquisitiones
angeht, mich auf die eben nun erscheinende, auf genauestes Quellen-
studium zuriickgehende Darstellung von Stéckel berufen?). Die Ent-
wicklung nach theoretischer Seite ist zuniichst die gewesen, dafl
sich die GauBischen Gedanken mit denjenigen, die Monge von 1800
an in seiner Application de I'analyse & la géometrie gegeben hatte, ver-
banden, wie u. a. Liouvilles fiinfte Ausgabe der ,,Application® von 1850
beweist, in der neben zahlreichen weiteren Ausfiihrungen von Liouville
selbst ein Abdruck von Gaufl’ Abhandlung Platz gefunden hat?). Die
Differentialgeometrie als selbstdndige Disziplin hat dann sehr bald bei
allen Kulturnationen eifrige Pflege gefunden. Es geniige hier, auf die
einschligigen Artikel in III, 3 der Math. Enzyklopidie wie insbesondere
auf die groBen Lehrbiicher hinzuweisen, die gegen Ende des 19. Jahr-
hunderts entstanden sind:

1 GauB® Werke, Bd. 10, IV,
% vgl. S. 107,
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1. Das inhaltsreiche, vierbindige Werk von Darboux ,,Legons sur
la théorie générale des surfaces' (Paris 1887—96, 2. Aufl. 1914), dessen
Fortsetzung die 1898 in erster, 1910 in zweiter Auflage erschienenen
,Lecons sur les systdémes orthogonaux et les coordonnées curvilignes”
desselben Verfassers bilden.

2. Das Lehrbuch von Bianchi ,,Lezioni di geometria differenziale”
{Pisa 1894), in deutscher Ubersetzung 1899 in erster, 1910 in zweiter,
erweiterter Auflage von Lukat herausgegeben.

3. Die ,,Einleitung in die allgemeine Theorie der krummen Flichen”
von Knoblauch (Leipzig 1888), 1913 zu ciner umfassenderen Darstel-
lung ,,Grundlagen der Differentialgeometric’* crweitert?).

Aus dem ganzen Interessenkomplex, der mit diesen Angaben um-

spannt wird, kann hier nur ein bestimmter Ausschnitt zur Geltung
gebracht werden. GaulB hat in seiner Abhandlung zwischen der duferen
und der inneren Geometrie einer Fliche unterschieden, wobei die erstere
die Gestalt der Fliche im dreidimensionalen Raum bchanilc]t, die
innere Geometrie aber nur diejenigen Fragen herausgreift, welche bei
einer beliebigen ,,isometrischen® Transformation der Fliche ungeiindert
bleiben. Man denke sich die Koordinaten des Flichenpunktes durch
zwei Parameter #, v dargestellt. Die Entfernung zweicr unendlich naher
Flichenpunkte wird dann nach Gaul3 durch cine Formel gegeben
(1) ds?=FE du® -+ 2F dudv -- G dv?,
(wo die rechter Hand stehende quadratische Differentialform positiv
definit ist) — und die innere Geometrie der Fliche hat sich mit allen Be-
zichungen zu heschiftigen, welche sich unter Zugrundelegung dieses
ds* bei belichigen Transformationen der Parameter #, v als invariant
erweisen. Sie ist also die geometrische Ausgestaltung des am Ende der
vorigen Abteilung (S. 147) aufgestcllten allgemeinen  Problems im
niedersten Falle 72 == 2,

Diese geometrische Ausgestaltung erscheint bei unserer Darlegung
als das cigentlich Neue. GauB setzt dabei stillschweigend voraus, daly
man es nur mit einer solchen Flichenkalotte zu tun hat, anf der je zwel
Punkte nur durch eine einzige geoditische (oder, wic er sagt: kiir-
zeste?) ) Linic verbunden werden kénnen, und verfolgt dann den Ge-
danken, unter Benutzung dieser geodittischen Linien auf der Fliche
genau so eine Geometrie, inshesondere Trigonometrie, zu griinden, wic

!) Inzwischen crschienen: Blaschle: Vorlesungen iiber Differentialgecometric.
Bd. 1, Berlin 1921; Bd, 2, Berlin 1923. (I1.)

%) Dic Benutzung des Ausdruckes ,geoddtische Linie' (bei Zugrundelegung
irgend ciner die Linic tragenden Fliche) ist nach Stickel (Leipziger Berichte 1803
Zur Geschichte der geodatischen Linien) erst mit Liouville (1860) allgemein
iiblich geworden, also merkwiirdigerweise seit der Zeit, wo die Bezichung zur
wirklichen Geodasie, die bei GauB noch so lébendig war, fiir die theorctischen
Geometer villig zuriicktrat,
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dies in der Ebene unter Benutzung der geraden Linien geschieht. An
die Stelle des Abstandes zweier Punkte schlechthin tritt dann ihr
,geoditischer Abstand’, d. h. cie Lé‘mge der sie verbindenden geodi-
tischen Linie.

Wir konnen diesen Entwicklungen noch eine abstraktere Form
geben, indem wir von der Vorstellung einer im dreidimensionalen
Raum verlaufenden Fliche ganz absehen und die Variablen 1, v kuraweg
als Koordinaten in der Ebene interprctieren, Wir betrachten dann (1)
als Definition des Bogenelementes einer in der Ebene zu entwerfenden
Quasigeometrie (bei der vom dreidimensionalen Raume gar nicht
mehr die Rede ist). Die zwei Punkte verbindende geoditische Linie
definieren wir durch die Forderung, daB das an ihr entlang erstreckte
Bogenintegral f ds bei festgehaltenen Grenzpunkten einen stationiren
Wert haben (eine verschwindende erste Variation besitzen) solle. Der
Wert des dadurch festgelegten Integrals heifit die geoditische Ent-
fernung der beiden Punkte.

Dieser an sich farblosere Ansatz hat den Vorzug, dafl die Aufmerk-
samkeit von dem, was wir oben die innere Geometrie der Fliche nannten,
in keiner Weise abgezogen wird. Wir haben damit die Freiheit, fiir das
ds? beliebige, auch indefinite, Differentialformen heranzuziehen. Bei
den spiiteren Verallgemeinerungen Riemanns und den necuen Entwick-
lungen der Physiker werden wir das brauchen. Die Beziehung zur
Mechanik ergibt sich, wenn wir

Uy e "
g (Eu? -2 Fao - Go?)

als ,lebendige Kraft" eines in der Ebene #, v bewegten Punktes von
der Masse 1 deuten.

So zeigt sich ein merkwiirdiger Parallelismus zwischen Gaul)” Ge-
dankenentwicklung und den gleichzeitigen Arbeiten von Hamilton
iiber ,,Strallensysteme'* (Transactions of the R. Irish Academy, vgl. Bd. 1,
S. 194). Es war schon lange vor Hamilton bekannt, daf man den
Verlauf des Lichtstrahls in irgendwelchem Medium, dessen optische
Dichte von Ort zu Ort beliebig wechseln mag, durch das Nullsetzen
der ersten Variation eines am Strahl entlang erstreckten Integrals
bestimmen kann (Fermats Prinzip). Bezeichnen wir den Integranden
dieses Problems mit ds, so ist ds® (wenn wir uns auf isotrope Medien
beschriinken) als irgendwelche definite ternire quadratische Differen-
tialform der Differentiale der Raumkoordinaten dx, 4y, dz zu denken.
Soweit illustriert die geometrische Optik das mechanische Prinzip
der kleinsten (oder wie Hamilton vorsichtiger sagt: der stationdren)
Wirkung. Aber nun fafte Hamilton den Wert des lings des Licht-
strahls hin erstreckten Integrals als Funktion seiner beiden Grenz-
punkte auf. Die Art, wie sich das Integral bei Verschiebung der

T e

-
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Grenzpunkte éndert, nannte er das Prinzip der variierenden Wir-
kung1).

Das ist im Grunde derselbe Schritt, den GauB} bei 7 =2 vollzog,
indem er den Begriff der geoditischen Entfernung zweier Punkte in
den Mittelpunkt seiner Betrachtung riickte.

§ 2. Von den Differentialgleichungen der geoditischen
Linien.
1. Fir die zum Bogenelement (1) gehorigen geodiitischen Linien
haben wir zunichst den Variationsansatz
(@) S[VEdw+2F dudv-1-Gdvr =0,

wo man nach Wahl bald #, bald v als unabhiingige Variable betrachten
mag. Wie auf S.145, 146 ausgefiihrt, ist (2) mit

(3) 8 [(Ed 4 2T i 4 Gty dt =0

dquivalent; damit sind die geoditischen Linien als Bahnkurven eines
keinen Kriften unterworfenen Punktes cingefiihrt. Wir haben also zur
Bestimmung der geoditischen Linien die beiden Lagrangeschen Dif-
ferentialgleichungen

d(Ev - Fo e g e o
g 4lE ?f(z’i Fo) E -2 F a0 -+ G, 0%
(4)
d(Fi+ Gi ey
2 “Sud-t ) E a2 -2, 019+ G, 0%,

die ausgefiihrt folgendermafen lauten:

5) 2Ei+2Fi4-E, 24 2E, 00+ (2F, —G,) 0 =0
( QF U+ 2Gu- 2F,—E,) 2+ 2G, 10+ Gy 0% =0

Die Konstanz der lebendigen Kraft ergibt sich, indem wir dic linken
Seiten bzw. mit # und » multiplizieren und addieren; man erhilt
dann in der Tat 2

A (B 2F i G ity =0,
Wir diirfen (vgl. oben S. 146) insbesonderc
(6) Ew+2Fui4Got=1
setzen. Dann fillt ¢ mit der Bogenlinge der geoditischen Linie zu-
1) Ich habe das in Bd.l, Kap. V ausfithrlich auscinandergesetzt und ins-

besondere geschildert, wie von diesem Ansatz aus seine spiteren Beitrige zur all-
gemeinen Mechanik entstanden sind.
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sammen, und die nach ¢ genommenen Differentialquotienten %, o, #, ¥
bekommen eine einfache, rein geometrische Bedeutung.
2. Nachdem alles so vorbereitet ist, wird es bequemer, bei den ge-

nannten Differentialquotienten nicht nur zu der Leibnizschen Schreib-

. du dtu . . .
weise —7, .., gges e zuriickzukehren, sondern mit der im Nenner

stehenden Potenz von d¢ heraufzumultiplizieren und mit den Dif-

ferentialen
du, dv, d*u, d?v

direkt zu operieren. So ist es im 18. Jahrhundert immer gemacht
worden und in der Differentialgeometrie seit GauB allgemein iiblich.
Der Strenge der Begriffsbildungen wird damit nichts vergeben, wohl
aber eine unnétige Schwerfilligkeit der Bezeichnungen vermieden.

DemgemiB wollen wir in den Gleichungen (5) mit 4¢® herauf-
multiplizieren und die entstehenden linken Seiten mit 2¥,, 2 ¥, be-
zeichnen:

2W, =9Ed2u-+2F d%v + E dut +2E,dudv -+ (2F,—G,) dv?

7
D 9w, —spdrut26a0-+ (@F,—E,)du? -+ 26, dudv+G,dv:.

Das Verhalten der Gleichungen (5) gegeniiber beliebigen Punkttrans-
formationen wird jetzt in Anlehnung an A §1 (S. 141, 142) folgender-
maflen charakterisiert werden kénnen:

a) Versteht man unter d#, dv eine beliebige ,,Variation der %, v,
so ist

(8) W, ou+ ¥, 6v

eine Invariante (also ¥,, ¥, ein zu d#, d v kontragredienter Vektor).

b) Man erkennt dies am einfachsten, wenn man sich iiberlegt, daB
(8) gemiB Lagranges Zentralgleichung auch so geschrieben werden kann:
9) d(Edudu-+F (dudv-oudv)+Gdvdv)—95 <L-du: el f;?{“g?:lf'("du“),

¢) Die Differentialgleichungen der geoditischen Linien besagen, daf
der Ausdruck (9) fiir beliebig gewillte du, dv verschwinden soll (Prinzip
der virtuellen Verriickungen).

d) Eben hierin liegt am unmittelbarsten ausgesprochen, dafl die
geoditischen Linien nach Adjunktion der Differentialform ds? cine
von der Wahl des Koordinatensystems unabhidngige Bedeutung haben,

§ 8. Die einfachsten Sidtze und Begriffe aus GauB’ Disqui-
sitiones in invariantentheoretischer Fassung.

Die Begriffe und Theoreme, die hier kurz zusammengestellt werden
sollen, sind aus den Lehrbiichern allgemein bekannt.
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1. Invarianten, welche zwei kogrediente Vektoren 4 und § (d. h,
dn, dvund 82, dv) enthalten:

a) die ,,Polare”
(11) P=Edudu-F (dudv + dvdu) + Gdv dv,

mit deren Hilfe sich der Winkel zwischen den beiden Vektoren so dar-
stellt: '

IJ
(12) ¢ = arc cos

dsds’
b) Entsprechend wird
. . _VEG—F (dudv—dudu)
(13) sin g =" e
so daB der Inhalt des von den beiden Vektoren begrenzten Dreiecks
durch die wichtige Formel

(14) 24 = EG—I*(dudr—dvdu)
gegeben ist.

9. Invarianten, welche einen kontragredienten Vektor enthalten,
Wir beschrinken uns hier auf den einfachsten Fall, daB (neben ds%)
irgend eine Funktion f (», v) gegeben ist, wo dann

ai  of
du’ dv
einen kontragredienten Vektor vorstellt.

a) Die gewdohnliche Theorie der quadratischen Formen ergibt als
einfachste Invariante diejenige GroBe, welche Beltrami spiter (im
AnschluB an die von Lamé fiir die mathematische Physik ausgebildete
Terminologie) den ersten Differentialparameler von f genannt hat:

I
B E
[ . df o g
(15) Dy (f)=— | F oG g t(EG—I7).
ar af
du dv 0
b) Die partielle Differentialgleichung
(16) Dy(f) =1

definiert die Kurven f = C als Parallellurven unserer Malibestimmung,
in der Weise, daB dic Kurven | = C 4 dC und f == C iiberall in normaler
Richtung um das konstante Stiick dC voneinander abstehen.

¢) Nimmt man dic Kuwven # = C sclbst als solche dquidistante
Kurven, die Kurven v = C aber als ihre rechtwinkligen Trajektorien,
so erhdlt man
(1'7) ds? = du® - G do*
(Gaufsche Koordinaten).
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d) Der Vergleich mit den Differentialgleichungen des § 2 gibt dann,
daB die Kurven v = const geoditische Linien sind. Umgekehrt wird
durch die rechtwinkligen Trajektorien einer Schar geoditischer Linien
eine Schar dquidistanter Kurven # == const gegeben.

Dicse Wechselbeziehung zwischen der partiellen Differentialgleichung
(16) und den Scharen der geoditischen Linien fillt unter die allgemeine
Lelire vom Zusammenhang der Ldsungen einer partiellen Differential-
gleichung 1. Ordnung mit ihren Charakteristiken, wie wir diese im
2. Kap. BIII, § 4, 5 dieses Bandes und Bd. 1, Kap. V nach verschie-
denen Richtungen hin ausgeftihrt haben.

§ 4. Zur Einfithrung des GaufBischen KriimmungsmaBes.

1. Ein besonderer Fall des GauB8schen Koordinatensystems sind
die von irgend ciner Stelle O unseres Gebictes auslaufenden geodd-
tischen Polarkoordinaten (p = const die von O unter dem LAzimut” @
auslaunfenden geoddtischen Linien, » = const die um O herumgelegten
geoditischen Kreise). Wollen wir fiir sie die Formel (17) ansetzen,
so miissen. wir beachten, daB O ein singulirer Punkt des neu ein-
gefiihrten Koordinatensystems ist, fiir unser ds* aber an sich selbst-
verstandlich keine singulire Bedeutung haben soll. Die Uberlegung
zeigt, daB infolgedessen das in (17) vorkommende G hier folgende
Form haben muf3:

(18) G (r, @) = 7%+ 2B (r cos @, ¥sin ),

wo ¥ irgend einc nach den brigesetzten Argumenten fortschreitende, in
der Umgebung des Anfangspunktes konvergente Potenzreihe sein wird;
nenncn wir ihr konstantes Glied «, so werden wir fiir kleine Werte
von » mit Annitherung haben:

(19) ds? = dr? | (r* 4 xr?) do

2. Der Sinn der Formeln (18), (19) wird noch deutlicher, wenn wir
sogenannte Riemannsche Normalkoordinaten cinfiihren, indem wir

(20) yoos =%, rsing=y

setzen. Wir bekommen dann aus (18):

(21) ds? = (dx? - dy?) -+ B (x, y) (ydx — xdy)*
und der Annitherungsformel (19) entsprechend:

(22) ds? = (dx* + dy?) 4+« (ydx—xdy)* 1)

3. Die Riemannschen Normalkoordinaten sind durch ihren An-

1) Eben in dieser Umrechnung anf Normalkoordinaten liegt begriindet, daB3
G (7, p) dic besondere in (18) angegebene Banart besitzen mul3, Wir wiirden bei
der Annahme eines allgemeineren G (r, ) kein in der Umgebung von O gleich-
zeitig endliches und eindeutiges ds? bekommen, wie wir es in (21) vor uns haben.
Vgl. W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, 2. Aufl, 8.96—97.
Berlin 1924.
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1. Invarianten, welche zwei kogrediente Vektoren d und 6 (d.h.
du, dv und o, Sv) enthalten:

a) die ,,Polare” .
(11) P=FEdudw -+ I (dudv+ dvdu) 4 Gdv dy,

mit deren Hilfe sich der Winkel zwischen den beiden Vektoren so dar-
stellt: ’

;)
(12) ¢ = Arccus

dsds’
b) Entsprechend wird
. . . }ll?G - F? {dudv—duvdn)
(13) sin g="rr e
so daB der Inhalt des von den beiden Vektoren begrenzten Dreiecks
durch die wichtige Formel
(14) 24 = |EG—F?(dudv—dovdi)
gegeben ist.
2. Invarianten, welche einen kontragredienten Vektor enthalten.
Wir beschrinken uns hier auf den einfachsten Fall, daBl (neben ds?)
irgend eine Tfunktion f (s, v) gegeben ist, wo dann

af  af
du’' v

einen kontragredienten Vektor vorstellt.

a) Die gewohnliche Theorie der quadratischen Formen ergibt als
einfachste Invariante diejenige GroBe, welche Beltrami spiter (im
AnschluB an die von Lamé fiir die mathematische Physik ausgebildete
Terminologie) den ersten Differentialparameter von f genannt hat:

| n i d/
1‘ E rogk |
" .0 o .
(15) Dif)y=— F G oG — 1,
ar 9y
du dv

b) Die partielle Differentialgleichung
(16) D, (f) =1
definiert die Kurven f = C als Parallelkurven unserer Mallbestimmung,
in der Weise, daB die Kurven f == C - dC und f == C iiberall in normaler
Richtung um das konstante Stiick dC voneinander abstehen,

¢) Nimmt man dic Kurven # == C sclbst als solche dquidistante
Rurven, dic Kurven v = C aber als ihre rechtwinkligen Trajektorien,
so erhilt man
(17) ds? = du? 4 G dv*
(Gaufsche Koordinaten).
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Im Interesse der spiter fiir belicbiges # zu treffenden Verallgemeine-
rung schreiben wir diese Formel noch so:
K . O 2mr
25") =— =2 lim ( s )
( 3 0 1220

Wir konnen statt der Kreispheriperie [7 hier auch leicht den Kreis-

,
inhalt J einfiithren (der f IT dr ist). Wir erhalten dann:
o

(26) J=ar 4y
also
K o (]

7=

Diese Formeln, welche Umfang und Inhalt eines geoditischen Kreises
(von dem verschwindenden Radins #) mit dem Umfang und Inhalt
eines mit demselben Radius beschriebenen Euklidischen Kreises in
Verbindung setzen, sind um 1860 herum von den franzisischen Geo-
metern aus den GauBischen Entwicklungen abgeleitet worden. Schlief-
lich hitten wir die Integration mit gleichem Erfolge statt anf die ganze
Peripherie des Kreises auf irgend ein Segment desselben bzw. den zu-
gehorigen Kreissektor beziehen kénnen.

§ 5. Von der analytischen Darstellung des
KriimmungsmaBes K bei beliebig gegebenem ds*

Nachdem wir die Grofie K geometrisch definiert haben, wollen wir
sie fiir ein beliehig gegebenes ds? = Edu® + 2Fdudv -+ G dv? ana-
lytisch darstellen.

GauB sclbst hat dafiir, nicht ohne Miihe?), auf Grund lingerer
Rechnung die folgende Formel gefunden (welche ncben I, F, G nur
deren erste und zweite Differentialquotienten nach # und v enthilt):

(28) 4 (EG—F*K = E(E,G,—2F,G, + G2
S+ F(E,Gy—E,G,—2E,F,+4F,F,—26,F,)
+ G (E G, —2F,E, + EY)
—2 (EG — I (Eyy — 2F ot Guu)-

Um das Bildungsgesetz dieses Ausdrucks zu verstchen, wenden
wir uns wieder zu Riemann, — in diesem Falle zu der Pretsschrift,
die er 1861 der Pariser Akademie einreichte und die erst 1876 aus
seinem NachlaB in seinen gesammelten Werken verdffentlicht worden
ist?). Dort finden sich inmitten anderer Entwicklungen knappe An-
gaben, wie man das Analogon fiir K bei einem Dbelicbigen von

1) Vgl. Stickel: 1. c. S, 147,
%) Commentatio mathematica, qua respondere tentatur quaestioni ab illustris-
sima Academia propositae ... (2. Aufl. der Werke, S.391—404).
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fangspunkt natiirlich nur bis auf eine orthogonale Substitution (eine
Drehung um O bzw. eine Spiegelung an einer durch 0 gehenden Achse)
bestimmt. Aber hierbei bleibt nicht nur d%* + dy?, sondern auch
(ydx — xdy)? ungeéndert. Die in (22) auftretende Konstante o hat
also cinen von Zufalligkeiten unabhéngigen Charakter: sie miBt die
Abweichung, welche unsere MaBbestimmung in der nichsten Umgebung
des Punktes O von einer Euklidischen MaBbestimmung besitat,

4. Solcherweise sind wir nun zum Begriff des Gaufschen Kriim
mungsmafles gekommen. In der Tat ist dieses von unserem & nur um
einen Zahlenfaktor verschieden :

(23) K=—3¢

(wo das — 8 nur zugesetzt ist, um den AnschluB an die von GauB der
dulleren Geometrie einer Fliche entnommene urspriingliche Defi-
nition von K als Produkt der Hauptkriimmungen zu gewinnen). Das
Krimmungsmap erscheint unmittelbar als eine nur von
dem ds? sclbst abhingende Invariante der einzelnen Stelle O
gegentiber beliebigen Transformationen der %, V.

5. Die hier gegebene Einfiihrung des X ist dieselbe, welche Riemann
in seinem Habilitationsvortrage von 18541) gleich fiir Riume von
7 Dimensionen gegeben hat.  Wir haben, um den Vergleich vollstindig
zu machen, nur noch zu bemerken, daB (ydx— xdy)® gemiB (14)
das Quadrat des doppelten Dreiecksinhaltes ist, der durch die Ecken
O, (dx, dy) und den bei Formel (22) dem Punkte O gleichfalls unendlich
naheliegenden Punkt (%, y) gebildet wird. Das Charakteristische der
Betrachtung gegeniiber der gewdhnlichen an GauB unmittelbar an-
kniipfenden Darstellungsweisen ist, daB wir gar nicht aus dem zwei-
dimensionalen Gebiet der #, v herausgetreten sind, daB also dieses
Gebiet in keiner Weise als cine krumme Fliche eines Raumes von
3 Dimensionen interpretiert zu werden braucht. Die Benennung ,, Kriim-
mungsmaB" trigt diesem Umstande nicht geniigend Rechnung, sondern
ist geeignet, MiBverstindnisse herbeizufithren. Trotzdem werden wir,
da sie allgemein verbreitet ist, an ihr festhalten miissen.

6. Einec geometrische Interpretation des KrimmungsmaBes ergibt
sich zwanglos aus (19). Wir erhalten von da aus als Peripherie des
mit dem kleinen Radius 7 um 0 beschriebenen Kreisas;

2n

(24) ”=f(7"F ; 7")d(p=2nr—}— oAy,
also v

K : II—2ny
(25) w=—iy =rhffé ( _ﬁ,{r_‘_)

1, Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde liegen'. Riemanns
Werke, 2. Aufl, S, 272, Selbstindig erschienen mit Erliuterungen von Weyl,
Berlin 1919.
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Im Interesse der spiter fiir belichiges # zu treffenden Verallgemeine-
rung schreiben wir diese Formel noch so:

K T2
(25" = — :;= 2 him (H m)

2,0y
pemg b PR 2T

Wir kénnen statt der Kreispheriperie /7 hier auch leicht den Kreis-

T
inhalt J einfithren (der f IT dr ist). Wir erhalten dann:
0

(26) J=ar g "
also

I ST ] — zr?
27) g =4 lim (rﬂﬁmﬁ )

* =0
Diese Formeln, welche Umfang und Inhalt eines geoddtischen Kreises
(von dem verschwindenden Radius 7) mit dem Umfang und Inhalt
eines mit demselben Radius beschriebenen Euklidischen Kreises in
Verbindung setzen, sind um 1860 herum von den franzosischen Geo-
metern aus den GauBischen Entwicklungen abgeleitet worden. SchlieB-
lich hiitten wir die Integration mit gleichem Erfolge statt auf die ganze
Peripherie des Kreises auf irgend ein Segment desselben bzw. den zu-
gehorigen Kreissektor beziehen kénnen.

§ 5. Von der analytischen Darstellung des
KriimmungsmaBes K bei beliebig gegebenem ds®.

Nachdem wir die GroSe K geometrisch definiert haben, wollen wir
sie fiir ein beliebig gegebenes ds? = Edu® 4 2Fdudv + G dv® ana-
lytisch darstellen.

GauB sclbst hat dafiir, nicht ohne Miihel), auf Grund lingerer
Rechnung die folgende TFormel gefunden (welche neben E, F, G nur
deren erste und zweite Differentialquotienten nach 2 und v enthilt):
(28) 4 (EG—F»?K = E(E,G,—2F,G, + G2)

+ F (EuGu_EvGu —2 EvFv =+ 4:Fu Fv'—'2GuFu)
+G (EuGu-. 2F,E, + E?;)
— 2 (EG —F%) (Eyy =2 F o+ G-

Um das Bildungsgesetz dieses Ausdrucks zu verstehen, wenden
wir uns wieder zu Riemann, — in diesem Falle zu der Preisschrift,
die er 1861 der Pariser Akademic einreichte und die erst 1876 aus
seinem NachlaB in seinen gesammelten Werken verdffentlicht worden
ist?). Dort finden sich inmitten anderer Entwicklungen knappe An-
gaben, wie man das Analogon fiir K bei einem beliebigen von

1) Vgl Stickel: L c. S. 147.
%) Commientatio mathematica, qua respondere tentatur quaestioni ab illustris-
sima Academia propositae ... (2. Aufl. der Werke, S. 391—404).
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# Variablen abhingenden ds? zu bilden habel). Indem wir uns vorerst
auf # = 2 beschrinken, reproduzieren wir diese Angaben in etwas
breiterer Darstellung.

1. Vorbereitendes. Um den Wert von K in O zu finden, hatten wiy
vorhin das ganze Btischel der von O auslaufenden geoddtischen Linien
herangezogen. Eigentlich benutzt wurde aber nur ihr Verlauf in der
néchsten Nihe von 0. Dieser Verlauf wird durch die Differential-
gleichungen (5) bzw. die Ausdriicke (7) des § 2 beschricben und an
diese werden wir nunmehr ankniipfen. Wir zichen von O aus zwei
Vektoren, die wir abkiirzend mit & und § bezeichnen: ein beliebiger
von O auslaufender Vektor ist dann durch xd -+ A6 gegeben. AuBer
den Zeichen 42 und 62 werden wir noch das Zeichen 46 = dd zu be-
niitzen haben; das zweite Differential, welches sich an den Vektor
%d - A8 anreiht, ist dann mit (¢d + A0)% = x2d2 4 22 2d 5 -+ A26° zu
bezeichnen. Man hat auch diese Ausdriicke — und alle dhnlichen, die
wir in der Folge benutzen, — immer als Zihler geeigneter Differential-
quotienten aufzufassen. Hierbei stért nur die heutzutage tibliche Be-
zeichnung der bei Funktionen mehrerer Variablen in Betracht zu
ziehenden Differentialquotienten. Hat man z. B. eine Funktion von
zwei Variablen ¢ und 7, so sollte man die Inkremente von ¢ und 7
mit df und 7 bezeichnen und dementsprechend die ersten und zweiten
Differentialquotienten so schreiben:

d ) a2 dd &

RN P O TR T ST =
(Eine ghnliche Bemerkung betreffend die unter einem mehrfachen Integral
auftretenden Differentiationssymbole machten wir schon im Kap. IT.)

Mit diesen Schreibweisen gehen wir nun in die Differential-
gleichungen (5): ¥, =0, ¥, =0 ein. Wir ersetzen also die dort auf-
tretenden dw, dv, d®u, d2v durch

(¢d + ) u, (xd 4 16) v, (ed + 16)2u, (xd - A6)2q.

Wir ordnen nach %2, x1 und A2 und setzen-dic Koeffizienten dieser
Terme einzeln = 0. Wir erhalten so 6 Gleichungen, die wir in sofort
verstindlicher Weise durch folgende Abkiirzungen benennen:

0=, (1) = Edru-+ Favorg Extt 2y 07,

H

0=",(d,d) =Fd2u-+Gdto+ _(Ef";i@fﬁii"_;ﬂizﬁfﬁi‘ﬁ du?

(29) 0=, (d, 8) = Eddu -+ Fd ov . Fudu8u+E, ,_<f£a‘.§?.:!,~f;ﬂf),_;h @F,—G)dvdr
0=Y,(d,8) =Fdsu+ ...,
0=Y,(3,8) =Eu+F v+ Migffﬁf‘g”""(ﬂ*?"w”z , ‘
0=Y,(8,8) =F 2u ...,
Y) Werke, 2. Aufl,, S.402, 403.

pston 3 <
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Diese 6 Gleichungen zusammen stellen das dar, was wir die vom Punkte
0 auslaufende ,,Umgebung” geoditischer Bahnen nennen konnen. Sie
gestatten, die 6 zweiten Differentiale du, ddwu, 024, d*v, ... durch die
4 ersten, nimlich du, du, duv, dv auszudriicken.

Fassen wir je 2 zusammengehorige der Gleichungen (29) nach dem
Muster von (8) zusammen, indem wir noch einen dritten, willkiir-
lich bleibenden Vektor & einfiihren. Statt ¥, == 0, ¥, == 0 verlangen
wir, daB ¥, ', +¥,8'v (welches gegeniiber beliebiger Koordinatentrans-
formation eine Invariante ist) fir alle Werte der 8", 8'v verschwindet.
Bedicnen wir uns dann noch, wie in (9), der von Lagrange angegebenen
Umsetzung, so haben wir statt der Gleichungen (20) die drei Formeln:

0=2d(Edudu -+ F (du d'v4-8"udv) - Gdv§v) =0 (Fdud-| SFdudv-Gdv?),
0=d(Edud'u+tF (dudv-40udv)-+Gdvd')

(30) \ ,
+8(Edu8u+F (dudv-8udv) -+ Gdvd'v)

8 (E dw du -+ I (duwdv - dudv)
- Gy dv do),
0=28(E dudu--2F (5udv-+ d'udv)-+Gdv 8'v) =o' (I dur 4217 dudv 4G det) .
Der Ubersichtlichkeit halber wollen wir die Variablen und die Koeffi-
zienten E, FF, G durch Indizes unterscheiden, also etwa
(31) 1132-——-_‘_]‘\:_,'(1,”; dx,dx,

setzen. Wir haben dann statt (30):
0=2d Na, dx; 8x,— 0" Na;, dx;dxy,
(32) 0=dNa,ox, x40 Nagdy 0 x,— 8 NMagdx §x),
0=20 Na,,0x;0x,—08 Ya;, dx; dxp.
In dicser Form finden sich dic Gleichungen bei: Riemann 1. ¢. (nur dald die
Summen bei ihm immer von L bis # laufen, woraul wir erst spiiter cin-
gehen kénnen).
2. Der entscheidende Ansatz,
Ricmann bildet nunmehr cinen Ausdruck in den Differentialen d, §,
der gewiB invariant ist und den wir £ nennen wollen.
(33) Q=200 Na,dx, dx,—2dd N a, dy;dx, 4 dd Mapon oy,
Hier ist jedes Glied rein formal zu bereehnen, indem man nur von der
Vertauschbarkeit der Operationen d und ¢ Gebrauch macht. 1o ist

also beispiclsweise: g
00 agdrdy, =0 (Sdaydydy, -+ Mag, (0dx;dy, |- dy S d N
. . 79 g . iy
wo da,, seinerseits == 2—#0 ;‘h dx, gesetzt werden wird. N
Fr
T

Man erkennt, daB der Ausdruck so gebildet ist, dald hei der Aus- .
rechnung alle Terme mit dritten Differentialen, 2. 8. a;,ddda; ... dxy o
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von selbst wegfallen. Es bleiben also nur Terme mit den ersten
und zweiten Differentialen

dx, 0%, d2x,, ddx, 0%,
stehen.

Wir tragen jetzt in (33) fiir die zweiten Differentiale diejenigen
Werte ein, welche sich aus den Gleichungen (29) bzw. (30) oder (32)
ergeben. Dann verwandelt sich 2, wie man iiberschlégt, in einen neuen
Ausdruck, der in den ersten Differentialen dx; wie in den dx; homogen
zweiten Grades ist und den wir [£2] nennen wollen. Man erkennt auch,
dafl dieses [0], wegen der Gestalt des £ selbst und der Gestalt der
Gleichungen (29) bis (32) so gebildet ist, daB es sich nur um einen kon-
stanten Faktor, namlich um (ev—2Au)* dndert, wenn man d und é
bzw. durch x»d + 26, “d v ersetzt. 0 bzw. [€] sind also Kom-
binanten von 4 und § (siehe S.11). Wir schlieBen, daB [Q] sich in
folgende Form setzen laBt:

(34) [(Q]=[—] (@, 03, — O, dx,)2,

wo die KlammergrsBe [ —] rechter Hand eine gewisse Verbindung
allein der a;; und ihrer nach den x genommenen ersten und zweiten
Differentialquotienten - ist.

3. Mit der Aufstellung dieser Invariante [£2] haben wir nun ge-
wonnenes Spiel.

Wir kennen namlich eine zweite Invariante (Kombinante) mit dem
Faktor (dx, 6%, — 8%, dx,)?% das ist das Quadrat des von den Vek-
toren d, ¢ umgrenzten Dreiecksinhaltes. In der Tat haben wir nach
Formel (14), §3 in jetziger Schreibweise

(35) 4 o= | (A%, 02y — O, diy)? 1)

M1 M
@y Bz

Der Quotient von (34) und (35) wird also eine von den d, 6 unabhingige
Invariante sein. Und nun ist Riemanns Behauptung, dafl dieser Quo-
tient von dem GauBischen KriimmungsmaB nur um einen Zahlen-
faktor verschieden ist,- genauver daf3

—_ 18
(36) K=— 42

ist, — womit das Bildungsgesetz von K vollkommen kiar liegt.

§ 6. Beweis der Riemannschen Formel und verschiedene
Ausfiihrungen dazu.

Den Beweis der Formel (36) brauchen wir nicht fiir ein beliebig
gegebenes ds? zu fiihren; denn die rechte Seite von (36) ist jedenfalls

!) Das kénnen wir iibrigens, um mit Riemanns eigener Angabe in Uberein-
stimmung zu bleiben, auch so schreiben:

(35%) 442 = Xoadx dx, e, dx dx, — (Za; dxdx)2.

i
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eine Invariante, es geniigt also, im Falle der Benutzung Rie-
mannscher Normalkoordinaten ihre Ubereinstimmung mit der
in §4 gegebenen, auf Benutzung eben dieser Koordinaten gegriin-
deten Definition des K zu zeigen*.

Dieser Nachweis gelingt aber fast ohne Rechnung:

a) Wir konnen, da die hoheren Glieder in x, y fiir die Kalotte der
vom Koordinatenanfangspunkt auslaufenden geoditischen Bahnen
doch nicht in Betracht kommen, gleich mit der angeniherten Form (22)
§ 4 des Bogenelementes arbeiten, die sich in jetziger Bezeichnung so
schreibt:

(37) dst=dadtdai+o(xBda? -+ afdaf—2x vy dx dxy).

b) Wir finden dann aus den Gleichungen (29), daB die zweiten

Differentiale:
d2x,, d2x,, dbx,, d0x, 0%%;, 0%,
in unserem Falle simtlich = 0 zu setzen sind.

¢) Infolgedessen berechnet sich [€2] so, daB wir in dem Ausdrucke

R=066Ya,,dxdx,—2d86 Y a,dx; 0x, +dd S a;, 0%; 9%,
die Variationen alle nur auf die a,, werfen. Der Bestandteil da2 4 dxj
von (37) liefert dabei, weil er konstante Koeffizienten hat, keinen Bei-
trag. Bleibt, daB wir

{00 (xfdxf  —2x x,dx dx, + x2d xf)
— 2d 8 (x3d %y 05— %, %, A2y 8 %y — Xy X 0 %y A %y - 275y 0%,)
+dd(x§dx2  —2x,%,0%dx, + a} 623}

in der angegebenen Weise berechnen. Und hier gibt nun jede der drei
Horizontalen den gleichen Beitrag:

2 6%y dx;— Sx, dxy)?,

so dall wir im ganzen

(38) [Q2]=6a(éx,dx, —Ox, dx,)?
erhalten.

d) Andererseits wird nach Formel (14), §3:
(39) 4 A% = (dx,dx,— dx, dx,)?,

so daBl wir aus (36) :
K=—3ua

erhalten, was mit der in Formel (23), §4 gegebenen urspriinglichen
Definition des K lbereinstimmt.

Wir kniipfen an diesen Nachweis noch cine andere Deutung von K.

1. Wir betrachteten schon S. 152 sogenannte Gauflische Koordi-
naten, fiir welche ds® = du? -~ Gdv? wird, wo die % = const Parallel-
kurven, die v = const aber ihre (geodiitischen) orthogonalen Trajek-
torien sind. Wir wollen unsere Betrachtung auf die nichste Umgebung
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von # = 0 beschrinken und dementsprechend eine Rcihencntwicklung
des G nach Potenzen von # ansctzen, die wir mit den Gliedern zweiter
Ordnung abbrechen:
(41) ds? = du® + () 4 wy (V) -+ uy(v)do,
Indem wir das v noch geschickt withlen, erreichen wir, daf3 hjor o) =1
gesetzt werden kann. Man nchme nun an, daB spezicll 5 — 0 selbst
eine geoditische Kurve sei. Entlang # == 0 missen dann die Glei-
chungen ‘ ‘
Y (d, d) =0, YW (d, d) =0

(S. 156) erfillt sein. Aber entlang w = 0 ist co ipso du « g2 % =0,
dv ist gleich der Bogenlidnge ds zu 31‘1'7:(‘13 und ulsp d*v == 0 zu nchmen,
Wir folgern, daB G, lings # == 0 verschwindet. Hicrnach mug P () =0
sein und wir haben:
(42) ds? == du® - (L -} 2y (1) d o2

2. Nun wollen wir der Berechnung von [£2] Figur 6 zugrundelegen
(wo der Vektor  fiir die Punkte
von == 0 joe durch das Stiick
der durch den Punlkt hindurch-
gehenden  Kurve g s const
zwischen o =< 0 und g = §g
definiert sein soll, unter §z
irgend cinen von v unablin-
gigen Wert verstanden).

Wir hatten  bereits (fir
das Fortschreiten lings o = 0)
atu =0, d% =0; jetzt tritt ddu -0 und (wegen do-=0) ddv =0 und
6%v = 0 noch hinzu. Aber dic Linic v const ist selhst eine geodi-
tische Linie, und das an ihr hin crstreckte §s FAllt mit $2 zusammen.
Daher ist auch % == 0 zu sctzen, [£2] ist also wicder so zu be-
rechnen, daB wir nur dic von den  psten Differentialen abhingigen
Terme beibehalten,

3. Die dirckte Ausrechnung des [£2] ergibt jetzt cinfach x @)~ —K,
so daB (immer entlang # == ():

(43) CdsP s du® o (L 2 K dp®

uU=g =0l

Hurven u=konst

Fig. ¢.

wird. Wir schlieBen beiliufig: zichen wir zwischen irgend zwei Punkten
von % = 0 eine Nachbarkurve, so wird das auf sie beztigliche Integral
rdst
g dt
s

das entlang % = 0 genommene Integral um

(44 JLCGE) e (G5)

Vo

S
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bertreffen. Hierauf folgen bekannte Siitze tiber die zweite Variation
der Bogenlange der geoditischen Linie % = 0, insbesondere, daBl diese
Variation bei negativem X stets positiv ist (Jacobi)).

4. Vor allen Dingen aber ergibt sich eine einfache geometrische
Interpretation des K, die von den frither gegebenen verschieden ist.
Wir wollen, um die Bezeichnungen besser anschreiben zu konnen, das
cinzelne Viereck von Fig. 6 in vergriBertem MaBstabe zeichnen (Fig. 7)

Formel (43) gibt uns dann i 00 ds?==—K du?ds?, also

1 §dds?
2 Sutdst”

(45) K=—

Die Formel ist unabhiingig von dem Azimut, unter welchem die
geodiitische Linie # = 0 durch den Punkt, dessen K wir bestimmen
wollen, verlduft. — Die hierin liegende Deutung des K (die ich Cara-
théodory verdanke) ist so schon, daBl ich sie hier nicht iibergehen
wollte, trotzdem ich sie im folgenden nicht benutzen werde. Der
Gegensatz gegen die frithere Deutung von K wird wohl am klarsten,
wenn wir an das durch die Meridiane und
Breitenkreise  der Erdkugel repriisentierte
Koordinatensystem denken.  Beidemal be-  ds s+ 72 0/ dls
trachten  wir die  Lingeninderung  eines
zwischen zwei Meridianen cingeschlossenen
Stiicks  cines Breitenkreises: das erstemal
i der Nihe des Pols, das zweitemal in der Nihe des Aquators,

o

Fig. 7.

§ 7. Von der Aquivalenz zweier binirer ds®.  Genaueres
iiber den Fall konstanten Kriimmungsmafes.

a) Mit jeder Gruppe von Transformationen ist selbstverstindlich
cin’ Aquivalenzproblemy verbunden: Wann kann ich zwei vorgegebene
Gebilde durch Transformationen der Gruppe incinander tiberfithren ?
Ebenso selbstverstiandlich ist der Zusammenhang des Problems mit
der Invariantentheorie der Gruppe: alle Invarianten des cinen Gebildes
miissen denen des anderen gleich sein,

Daher ist es ein alter Gedanke, den Begrill der Invariante geradezu
aus dem Aquivalenzbegrifl zu deduzieren, So hat cs z. B. fiir die all-
gemeine lineare Invariantentheoric Aronhold in seiner |, Fundamen-
lalen: Begriindung der Invariantentheorie™ in Crolle 62 (1863) versucht.
Doch zeigen sich hierbei Komplikationen, sofern man nieht im all-
gemeinen bleiben, sondern alle besonderen Fiille mitbeherrschen will,

Als Beispiel diene  das, was in Kap. T (5. 25) tiber die Aqui-
valenz zweier Bilincarformen S, N B, (Bilinearformen

) Werke LV, S, 3055,
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mit kontragredienten Verﬁnderlichen) gesagt wurde. Sei §,, in be-
kannter Weise = 1 fir =% und =9 fir 'Sk Damn geniigt es
im allgemeinen, wenn die beiden Determinanten l“m'f*wucl und
|Biw Ad;| als Polynome in 2 aufgefaBt, {ibereinstimmen. Aus-
nahmen aber treten ein, wenn die genannten Polynome als Funktionen
von 1 aufgefaBt mehrfache Linearfaktoren darbieten. Man wird dann
zu der interessanten, aber weitschichtigen Theorie der »Elementar-
teiler” gefithrt. Es heifit dies, invariantentheoretisch aufgefaBt: man
muB neben den Determinanten [ + A8, | noch diejenigen Invarian-
ten heranziehen, die aus diesen Determinanten entstehen, wenn man
sie mit 1, 2... Reihen von unbestimmten Gréfien, welche sich je nach-
dem mit den % kogredient oder kontragredient substituieren, randert,

Ahnlich in allen anderen Fillen. Man wird gewdhnlich besser fahren,
wenn man nicht mit dem Aquivalenzproblcm beginnt, sondern zuerst
Bildungsgesetze fiir Invarianten aufstellt, um dann hinterher gy priifen,
ob man mit der Aufstellung der Invarianten hinreichend weit gegangen
ist, um das Aquivalenzproblem in jedem Falle zu erledigen.

b) So ist es auch mit der Frage der Aquivalenz zweier (bindrer)
Differentialformen ds? und 4’2 gegentiber unserer Gy, Soll ds? durch
eine  Substitution ¥;=@; (27, %) in dg'? tibergehen, so muB das
Krimmungsma8 K (x,, %) gleich sein dem Kriimmungsma8 K’ (%7, #3).
Gleiches wird beispielsweise fiir die ersten Differentialparameter DK
und Dy’ K’ gelten. Hierdurch ist die Substitution, um die es sich han-
deln kann, bereits im allgemeinen bestimmt., Aber es gibt Fille, wo
man damit nicht auskommt (wenn D, K cine Funktion von K selbst ist),
Dann muB man weitere Kriterien heranzichen, die man in moderner
Fassung (im AnschluB an Darboux’ Lehrbuch) 2, B. in Vog' Enzy-
klopidieartikel tiber die Isometrie der Flichen (= IIID, 6a) in Nr. 19
findet,

Diese ganze Trage ist bald nach dem Erscheinen der GauBschen
Disquisitiones zuerst von Min ding untersucht worden (Crelle 6, 1830).
Minding hat insbesondere gezeigt, daB, wenn K Lkonstant (d. h. von
%1, %y unahbingig) ist, die Gleichheit der beiderseitigen K die hin-
reichende Bedingung fiir dic Aquivalenz der beiden ds? ist. Hiermit
hingt zusammen, daB ds? dann in verschiedenc Normalformen gesetat
werden kann, welche nur von X abhiingen. Zugleich ergibt sich, daB jede
solche Normalform und also das cinzelne ds?, durch eine kontinuier-
liche Gruppe von dreifach unendlich vielen Transformationen in sich
selbst verwandelt werden kann, Von hier aus die Bedeutung, welche
die Lehre von den ds? konstanter Kriimmung in den Untersuchungen
tiber die Grundlagen der Geometrie hat. Man kommt fir K — 0
auf die Formeln der gewshnlichen (Euklidischen) Planimetrie, fiir
positives K auf die der sphirischen, fiir negatives K auf die der
pseudosphirischen Geometrie,

g
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¢) Zu den Mannigfaltigkeiten ,konstanter Kriimmung* (und zwar
nicht nur zu den zweidimensionalen) sind wir in friiheren Teilen
dieser Darstellung schon von anderer Seite gefithrt worden, nimlich
von Cayleys projektiver MaBbestimmung aus (vgl. Bd. 1, S. 149—154,
oder auch die kurze Bemerkung in Bd. 2, S.22). In Ankniipfung
an die hier im Vordergrunde der Betrachtung stehenden projektiven
Beziehungen haben Clifford und ich schon vor Jahren auf einen
wesentlichen Umstand aufmerksam gemacht, auf den z. B. Enriques
in seinem Enzyklopidieartikel iiber die Prinzipien der Geometrie
(= IITA, BI) ausfiihrlich eingeht. Unsere Untersuchungen tiber die
Gestalt des ds? betreffen namlich zuniichst nur einen einfach zu-
sammenhingenden Bereich der Mannigfaltigkeit, die wir untersuchen,
wo die Koordinatenwerte %, v den Punkten der Mannigfaltigkeit ein-
deutig zugeordnet sind. ErfaBt man dem entgegen den Gesamitverlauf
der Mannigfaltigkeiten, so konnen sich diese, bei demselben Werte
des K, ohne in ihrem Innern irgendwie singulire Punkte zu besitzen,
sehr wohl durch die Zusammenhanguverhéiltnisse unterscheiden, welche
sie darbieten. Um das von Clifford entdeckte charakteristische Bei-
spiel zu nennen: Mannigfaltigkeiten konstanter verschwindender
Kriimmung (also mit durchweg Euklidischem Bogenelement) kénnen
sehr wohl geschlossen in sich zuriickkehren, so daB sie nur endlichen
Gesamtinhalt darbieten. Von den Lehrbiichern ist bisher, soviel ich
weill, nur das von Killing auf diese Dinge eingegangen (Einfiihrung
in die Grundlagen der Geometrie, I, 1893)1). Und doch handelt es
sich um eine Fragestellung, die fiir alle Differentialgeometrie funda-
mental ist und die sich sinngemiB auf beliebige hhere Differential-
formen ibertrigt: um die Frage, welche Zusammenhangsverhiltnisse
der unbegrenat fortgesetzten Mannigfaltigkeit mit einer vorgegebenen
Form des ds? vertriglich sind.

d) Wir halten im folgenden an der Annahme fest, da3 dic #, v nur
recller Werte fihig sein sollen. Infolgedessen kénnen wir die Differen-
tialformen E du® +- 2 F du dv 4- G dv?* in ihrer Abhiingigkeit von den
du, dv nach den Gesichtspunkten cinteilen, welche das Trigheitsgesetz
der quadratischen Formen an die Hand gibt. Nehmen wir, wie bisher,
das ds® als positiv definit an, so haben wir nur eine der hierbei
zu unterscheidenden Klassen herausgegriffen. Schon das Studium
der Lorentzgruppe hatte uns veranlaBt, indefinite Formen, wie
dx?—c?dt? (oder, bei 4 Variablen, dx? - dy®-- dz2—c? d¢?) heranzu-
ziehen. Es wird zu untersuchen sein, wie sich unsere Entwicklungen
auf solche indefinite Formen ibertragen, und was bei ihnen abgedndert
oder erginzt werden muB.

1) Vgl auch dic inzwischen erschienene Arbeit von H. Hopf: Zum Clifford-
Kleinschen Raumproblem. Math, Ann. 95 (1926). (H.)
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Die Definitionen, welche wir fiir X gaben, unterliegen beim Uber-
gang zu diesen indefiniten Fillen gewissen Beschriinkungen. Beispiels-
weise kénnen wir jetzt nicht, wie auf S. 155 geschah, iiber den vollen
Umfang eines geoditischen Kreises integrieren, sondern wir miissen
uns, gemiB der SchluBbemerkung des damaligen Paragraphen, auf ein
Segment desselben beschrinken,

C. Riemanns n-dimensionale Mannigfaltigkeiten.
I. Die formalen Grundlagen.

Die Entwicklungen, welche wir im Abschnitt B gegeben haben,
sind bereits so zurechtgemacht, daB sie von selbst zu den Erweite-
rungen Uberleiten, die Riemann fir % Dimensionen entwickelt hat,
Wir tragen diese Erweiterungen so vor, daf3 einige ganz in Riemanns
Sinne liegende Entwicklungen, welche sehr bald von anderer Seite
gegeben wurden, gleich mit zur Geltung kommen.

§ 1. Historische Angaben.

Von Riemann selbst kommen fiir uns in Betracht:

L. Der Habilitationsvortrag (von 1854): Uber die H ypothesen, welche
der Geometrie zugrunde licgen, nach dem Tode Riemanns (1866) von
Dedekind in Bd. 13 der Gottinger Abhandlungen (1868) verof fentlicht?).

2. Die Pariser Preisarbeit (von 1861): Commentatio wmathematica,
qua_vespondere lentatur quaestioni ab il Acadewia Parisicnsi pro-
positac?). Die Aufgabe behandelt ein Problem der Wirmeleitung, das
uns als solches hier nicht interessiert; es findet sich aber darin cin
kurzer Absatz, der von den quadratischen Differentialformen von
7 Verdnderlichen handelt (vgl. S.401—404 der Gesammelten Werle,
2. Auflage), und dieser ist fiir uns grundlegend. Die Arbeit (welche den
Preis der Pariser Akademie nicht erhielt) wurde erst 1876 durch dic
von Dedekind und Weber besorgte erste Ausgabe von Riemanns ge-
sammelten Werken bekannt,

Nr. 1 enthilt, weil es sich um einen Vortrag vor der Gesamtfakuoltit
handelte, kaum Formeln, aber um so mehr prinzipielle Begriffsentwick-
lungen. Was GauB in seinen Disquisitiones sorgfiltig verschwicgen
hatte: daB es sich bei ihm nicht nur um Weiterentwicklung der Geo-
metrie, sondern um ihre Grundlegung (und damit die Grundlegung der
theoretischen Naturwissenschaft Uberhaupt) handle, steht hier voran.
Davon wurde in Bd. 1 bereits einiges erzihlt. Im jetzigen Zusammen-

') Vel Note 1, S.154. 2) Vgl. Note 2, s, 155,

» e
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hang handelt es sich nur darum, daB Riemann in Nr.1 dic Grund-
linien fiir eine systematische Behandlung der quadratischen Differential-
formen mit # Verinderlichen: ds? = Na;dxdx, gegeben hat, ins-
besondere bei ihnen eine Invariante definiert, die als genuine Ver-
allgemeinerung der im Falle # = 2 von uns mit [£2] bezeichneten In-
variante erscheint. Von hier aus dann, wiec noch ausfiihrlicher zu
schildern, die von Riemann gegebene Verallgemeinerung des Gaullischen
KrimmungsmaBes auf s Dimensionen. — Die Verdflentlichung von
Nr. 1 fiel in die Zeit, als ich eben anfing, mich selbstiindig mit mathe-
matischen Problemen zu beschiftigen. So habe ich noch lebhalte
Erinnerung an den auBlerordentlichen Eindruck, den Riemanns Ge-
dankenginge damals auf die jungen Mathematiker machte. Vieles
erschien uns dunkel und schwerverstindlich und doch wiceder von
unergriindlicher Tiefe, wo der heutige Mathematiker, der alle diese
Dinge von vornherein in seine Denkweise aufgenommen hat, nur noch
die Klarheit und Prignanz der Auseinandersetzung bewundert,

Nr. 2 bringt dann, in allerdings sehr knapper Fassung, dic ergiinzen-
den Formeln, insbesondere die Definition des Kriimmungsmales bei
beliebigem ds?. Man fragt sich, wie Riemann so wichtige Tntwick-
lungen einer Preisarbeit anvertrauen konnte, die daun unversffentlicht
licgen blich {weil die Akademic mit dem neuen Gedankeninhalte nichts
anzufangen wulite). Es ist hier ciner der Punkte, wo dic dkonomischen
Verhiltnisse in die Intwicklung unserer Wissenschaft  hincinragen.
Die Beteiligung an akademischen Preisbewerbungen war damals noch
cines der wenigen Mittel, wie diec mathematischen Forscher hoffen
durften, ihre schmalen Einkiinfte zu crgiinzen. Preise, welehe hinterher
als Anerkennung fiir grolle wissenschaftliche Leistungen von akicdeni-
schen Korperschaften oder Stiftungen frei vergeben werden, waren
damals noch nicht Sitte.

Die Veroffentlichung von Nr. T im Jalu 1868 gab sofort zu ciner
grolen Reihe weiterbauender Abhandlungen anderer Autoren Anlali,
Von Helmholtz' hierher gehorigen Avheiten iither die Grondlagen der
Geometrie ist an gegenwitrtiger Stelle nicht zu redoen, chensowenig van
dem parallellaufenden Ausban der projektiven Geonetrie, an dem ich
selbst beteiligt war. Es sind drei andere Autoren, die lir nns o erster
Linie in Betracht kommen: Beltrami, Christoffe]l und Lipschitz,
Indem ich mir vorbehalte, aul die historisehen Bedingungen der vin-
zelnen  Arbeiten noch zuriickzukonmen gebe ich hier vorweg die
duflerlichen Daten.

Von Beltrami kommen vor allen Dingen zwei Arheiten in Betrachi
seine allgemeine Theorie der Riume konstanter Kritmmung (1868,
Amnali di Mat. [2], T == Werke, Bd, 1) und scine Untersuchung iiber
Differentialparameter bei belichig vorgegebenem Bogenelement (1869,
Atti di Bologna [2], VIIT == Werke, B, ).
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Christoffel stellt das Aquivalenzproblem zweier beliebiger Dif-
ferentialformen a,, dx; dxy und b, dy; dy, voran (Crelles Jour-
nal 70: Uber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke
zweiten Grades, datiert 3. Jan. 1869). Wie weit er dieses erledigt, und
welche Ausnahmefille er ausdriicklich beiseite 1aBt, wird spiter zu
besprechen sein. Hier sei vorab nur bemerkt, daB er die Riemannsche
Invariante [©] seinerseits auffindet und in den Mittelpunkt der Be-
trachtung riickt.

Lipschitz hat eine gréBere Zahl von Arbeiten (alle in Crelles Jour-
nal). Die erste ist vom 4. Jan. 1869 datiert und unmittelbar hinter der
Christoffelschen Abhandlung im ersten Hefte des 70. Bandes abgedruckt.
Lipschitz untersucht dort insbesondere die (von Christoffel ausge-
schlossene, aber von Riemann in Nr, 2 explizite beantwortete) Frage,
wann sich Ya,, dx, dx, in eine Form mit konstanten Koeffizienten und
damit in die ,,Euklidische’ Form 2dy? verwandeln 14Bt. Von hier aus
wird er ebenfalls zur Invariante [Q] gefiihrt und findet, daB ‘ihr iden-
tisches Verschwinden die notwendige und hinreichende Bedingung ist.
— Von den weiteren Lipschitzschen Arbeiten ist diejenige in Bd. 72
(1870) hervorzuheben, weil dort S, 16, 17 die invariantenerzeugenden
Prozesse, deren auch wir wuns bedienen, in tibersichtlicher Weise zZu-
sammenstellt und weiterhin nach verschiedenen Richtungen hin ver-
wandt werden. Wir nennen endlich die Arbeit in Bd. 82 (1877), dic an
das Erscheinen von Riemanns Preisschrift ankniipft und die volle
Verbindung von Riemanns eigener Definition der Form [£2] mit den
von Lipschitz selbst entwickelten Formeln herstellt.

Ich gebe dem nunmehr zu erstattenden Berichte wieder einc weniger
historische als systematische Form, wie sie sich an unsere friiheren
Darlegungen anschlieBt, im iibrigen aber gerade als Ertrignis der vor-
genannten Literatur anzusehen ist.

§ 2. Differentialformen mit nur ersten Differentialers.

Als Substrat unserer Betrachtungen haben wir fortan die Mannig-
faltigkeit (den Raum) irgend # unabhangiger Verinderlicher R
welche wir der G, aller Punkttransformationen (oder besser: aller
Koordinatentransformationen)

(1) %= @ (V1 ¥)

im Sinne von S. 136 unterworfen denken. Da sich das System der Dif-
ferentiale dx,...dx, bei diesen Transformationen nach den Ausfiih-
rungen auf S. 137 in jedem Punkt linear umsetzt

dg:
@) dx, =25—;'—7;dy,c,

SO nmennen wir es einen Vektor, — kénnen es uns auch, wie schon Cauchy

]
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in seiner Begriindung der Differentialrechnung vorschlug, in jedem
Augenblicke durch eine vom Punkte (x) auslaufende Strecke von end-
licher Lange veranschaulicht denken. Die in Kap. I entwickelten
Begriffe der linearen Invariantentheorie finden hier unmittelbare An-
wendung, nur daB die Substitutionsdeterminante von (2) im allge-
meinen von Eins verschieden ist (wihrend wir in Kap. I unimodulare
Substitutionen behandelten).

Als Objekt unserer Untersuchungen denken wir uns in erster Linie
lineare Formen

3) ) Suydxg,

wo die #; von den %,...x, selbst abhingen werden, so daB wir einen
»Pfaffschen Ausdruck’* vor uns haben; der einfachste Fall ist, daB es
sich um das Differential

1) =gk ax,
irgend einer Funktion f der dx handelt. Wir nennen das System der
u; — falls 3u; dx; eine Invariante ist — einen kontragredienten
Vektor 2).

Wir schreiten ferner zu GriBensystemen, die sich bei den Trans-
formationen (1) wie Verbindungen zweiten Grades der dx, oder auch
der %, substituieren und die wir dann kogrediente bzw. kontragrediente
Tensoren nennen. Dabei unterscheiden wir den symmetrischen und
den antisymmetrischen Fall. Die Komponenten eines symmetrischen
Tensors substituieren wir im kogredienten Falle wie die

(4a) dx?, 2dx, dx,, dx3, ...

oder auch, wenn & und § zwei kogrediente Vektoren sind, wie die bili-
nearen Verbindungen

(4b) dx 8%y, dxg 0%y - dxy 6%y, dxg O,
analog im kontragredienten Falle, — Als einfachster Fall eines anti-

symmetrischen Tensors werden uns dic Unterdeterminanten aus den
Komponenten zweier Vektoren d, § beschiftigen

() Piw =dx; 02, — dx;, dx;;
man {berlege sich die lincaren Substitutionen, welche die GroBen-

systeme (4) und (5) entsprechend den Transformationen (2) erleiden.
Indem wir uns sogleich eine quadratische Form der dx; gegeben denken

(6) -}.1 ik dxi dxlc ’
1) Statt , kontragredienter Veltor' sagt man heute |, kovarianter Vektor®,

ebenso | kontravariant’ statt , kogredient’, Bei Tensoren ist der Sprachgebrauch
noch schwankend, Vgl auch S. 193, Note 1. (H.)

!
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haben wir in den a;,, einen zu den Komponenten (4a) kontragredienten
Tensor. Eine entsprechende alternierende Form

(7) 2 ;{'z % P ik
wird uns viel beschiftigen.

Es hat keinen Zweck, hier systematisch von entsprechenden Dif-
ferentialformen héoheren Grades, insbesondere von den hoheren Graf3-
mannschen Stufen zu reden. Alles, was in der elementaren Invarianten-
theorie bei algebraischen Formen zu sagen ist, alle Formenarten, welche
in der affinen oder projektiven Geometrie eine Rolle spielen, — kom-
men hier in der Invariantentheorie der Differentialformen mit nur
ersten Differentialen ebenfalls in Betracht.

Ich méchte hier nur von der Form [©2], welche den Zihler des Rie-
mannschen KriimmungsmaBes einer quadratischen Form (6) abgibt,
einiges Vorldufige sagen. Sie erscheint algebraisch als eine gewisse
quadratische Verbindung der in (5) eingefiithrten Unterdeterminanten,
die wir in der Folge so schreiben werden :

(8) [Q]= 2(”%: 7$) it Prs -

Nehmen wir im AnschluB an Kap. Il # =4, so ist ein derartiges
[£2] in der projektiven Geometrie (wo die p;; als homogene Linien-
koordinaten des dreifach ausgedehnten Raumes interpretiert werden)
die linke Seite der Gleichung eines »Linienkomplexes zweiten Grades*.
Daran kniipft sich fiir mich eine merkwiirdige, persénliche Erinnerung,
die zeigt, wie wenig die Zusammenhinge zwischen verschiedenen mathe-
matischen Gebieten, die wir hinterher als selbstverstindlich anschen,
im status nascendi den Nichstbeteiligten bewufBt zu sein brauchen. Ich
hatte mir im Herbst 1868, in Ankniipfung an die Untersuchungen
meines verstorbenen Lehrers Pliicker, die allgemeine Theorie der ge-
nannten Linienkomplexe als Thema gewihlt. Referent war Lipschitz,
der, wie vorhin bereits erwihnt, selbst damals mit der Aufstellung
und Untersuchung der Differentialform [£] intensiv beschiiftigt war.
Lipschitz hat damals auch ausfithrlich mit mir tiber den Gegenstand
meiner Dissertation gesprochen. Aber kein Wort iiber die Bezichung
meiner Arbeit zu dem Riemannschen Habilitationsvortmg, der doch
in jener Zeit fiir Lipschitz selbst sozusagen die tégliche Nuhrung ab-
gab! Und als ich einige Jahre spiter (1872) mein Erlanger Programm
schrieb, mit der ausdriicklichen Absicht, tiber die nebeneinander
herlaufenden Betrachtungen der Geometer eine Ubersicht von cinem
einheitlichen Standpunkte aus zu gewinnen, habe ich zwar stark her-
vorgehoben, dal eine Punkttransformation (1) fir eine unendlich
kleine Partie des Raumes immer den Charakter einer linearen Transfor-
mation hat, aber ich bin an den Arbeiten von Riemann, Christoffel
und Lipschitz, die den schénsten Beleg fiir meine Auffassungen gebildet
hitten, immer noch vorbeigegangen.
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§ 8. Vorbemerkungen iiber das Riemannsche
KriimmungsmaB.

Wir denken uns. fortan eine quadratische Differentialform ad-
jungiert:

n
(9) f(d’ d)=2az‘7cdxi dxk:
1

die wir als Quadrat eines Bogenelementes des R, interpretieren und
dementsprechend mit ds? bezeichnen. Die a;, sind irgendwelche in
dem fiir uns in Betracht kommenden Bereiche regulire Funktionen
der ». Dabei nehmen wir bis auf weiteres wieder an, daB nur reelle
Werte der x; (wie auch der a;;) in Betracht kommen sollen und daB
unter dieser Annahme ds? positiv definit sei. Die Determinante von (9)
(10) | @
ist dann ebenfalls positiv.

Wir ziehen zunichst die algebraische Invariantentheorie der ge-
wohnlichen quadratischen Formen heran und stellen folgende Sitze

zusammen :
1. Mit (9) ist auch die Polare

(11) Hd,d) = Sa;, dx, 6%,
cine Invariante. Ferner haben wir die elementare Kombinante:
f(d.d) {(d, 6)
f(d,d) (5, 9)
(die dem vierfachen Quadrat des unendlich kleinen Dreiccksinhaltes
entspricht, der von dem vom Punkte auslaufenden Vektoren d und 8
bestimmt wird).

2. Wenn wir dieses I ausrechnen, bekommen wir zuniichst:

dx;dx, d%, 0x,~F dx, dx,0x, 5%,

—dx,dx, 0%, 6%, — dx,dx,0x,0x,)

=da

(12) Foe

(]3) = E(air Ay Apy (li.v)(

die Summe genommen iiber alle Kombinationen 7, & baw. 7, s wo
r Lo s, Wir kénnen hier nach den GraBmannschen Groflen zweiter
Stufe (5) ordnen und erhalten:

- )
(H’) I = .l (air Ao Ay “ia) Pirtra-
Dabei beachte man, daf zwischen irgend 6 solchen p;,, die zusammen
dicselben 4 verschiedenen Indizes enthalten, quadratische Identititen
nach folgendem Muster bestehen (vgl. S. 6,7):
(15) P prapsa -+ Prapar & Pradas = 0.
Wir kénnen also die rechte Seite in (14) (indem wir die P mit beliebigen
Konstanten multipliziert hinzuaddieren) verschiedentlich modifizieren.
Unter all den so entstehenden Ausdriicken von F ist derjenige, der
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in (14) hingeschricben ist, dadurch ausgezeichnet, daB er ,normiert
ist, d. h. daB zwischen den Koeffizienten der Glieder Pixprs dieselben
Identititen bestehen, wie zwischen den p;.,, selbst. In der Tat hat
man der Gleichung {15) entsprechend folgende Identititen:

a a @ a a a
(16) 13 “14 14 *12 12 “13 =0 Usw.

%23 Gy G34 a3, G @43

3. Die Determinante |a| ist jetzt keine Invariante. Geht
2a;,dx;dx, bei den Substitutionen (2) in b dy; dy, iber, so
hat man vielmehr

{17) lbikl=72!aik':

unter » die Funktionaldeterminante der <§'ZJ> verstanden. Ebensowenig
£

ist die »nZugeordnete’’ quadratische Form (welche aus a durch ,,Rédn-
derung** mit kontragredienten Variabeln z entsteht):

— | @ u,
(18) @ || u;, 0

an sich eine Invariante. Man erhilt aber eine solche, wenn man @
durch a dividiert. Speziell wollen wir setzen

D .
(19) —_—= _}:’a“ g Uy,

a

) 1
(WO atk = %Z—g:i), und (19) als reziproke Form von [ bezeichnen, weil
ik

sich zeigt, daf3 die Beziehung der beiden Formen zueinander eine durch-
aus gegenseitige ist,

4. Aus der Invarianz von (19) folgt, daB die ai* zu den bindren
Produkten dx, dx, kogredient sind. Wir werden also beispielsweise
aus F (14) wieder Invarianten erhalten, wenn wir fir die dx; dx,
oder auch die ¢z, 0 %3, oder schlieBlich fiir beide, die ihnen kogredienten
a*® eintragen. Dies gibt freilich nichts neues:

Beidem ersten Schritte erhalten wir (n—1) /(6,9) baw. (n—1) f(d,d)
bei dem zweiten Schritt den Zahlenwert # (n — 1Y,

5. Wir gedenken noch des invarianten Ausdrucks, der bei Zugrunde-
legung des f fiir das Raumelement der n-dimensionalen Mannigfaltig-
keit resultiert. Man denke sich von einem Punkte (x) auslaufend
linear unabhingige Vektoren:

aw, 4@, g,

1) Man kontrolliert solche Angaben am einfachsten, indem man f (@, d), was
sich immer durch Einfihrung linearer Verbindungen der dx erreichen 1aBt, gleich

e
Z'¢, a7 nimmt. Die zugeordnete-Form bekommt dann die Gestalt 2 ;‘- F aber
1

wird Xe, ¢, p3, .
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Es wird sich dann einfach um die Determinante der beziiglichen
dx®, multipliziert mit der Quadratwurzel aus « handeln:

| d(l)x1 ({(L)x“ i
(Z(:Z)xl e d(f.’.)x"
(20) dw == l/“:""""""’

d(azm . z(vu}

‘ i
|
i
!
i

6. Wenden wir uns jetzt zur héheren Thcoric unseres f. Es han-
delt sich bei ihr darum, daB die a;;, von den x,...x, abhingen (daB
man in ihnen cin Feld kontragredienter Tensoren vor sich hatl),
Man wird nach Invarianten — Differentialinvarianten — suchen, welche
neben den @, deren erste, zweite, ... Differentialquotienten nach den x
enthalten* [fiir deren Invarianz statt der G, (1) dann eine entsprechend
erweiterte G, maligebend ist].  Als cinfachste dieser Invarianten cr-
gibt die nihere Untersuchung den Zihler des schon in § 2 genannten
Riemannschen KritmmungsmaBes, den wir mit [£] bezeichneten:

(21) L!‘?.I == \T(ikl 73) j)ilr ﬁrv’

auf dessen Bildungsgesctz wir sofort eingchen werden. Der Quotient
)

(22) Kpesm ) 1]

ist dann die Definition des Riemannschen Kriimmung asmafes.

Fiir # == 2, wo nur cin cinziges p,, = p,, vorhanden ist, welches
dann im Zihler und Nenner von (22) als Quadrat auftritt, hebt sich
dieses eben darum co ipso weg, K, wird cine Funktion der a;, und ihrer
Differentialquotienten, also cine Ortsinvariante; diese fillt mit dem
Gaufschen Kriimmungsmal zusammen. Fiir groiere Werte von z aber
wird Kp auBlerdem von den p;,, d. . von der Wall des Biischels der
Vektoren »d -- Ad abhiingen; wir nennen es darum cine Biischel-
invariante.

Es gibt natiirlich besondere Fille, wo die Koeffizienten der p, g Py,
im Zihler den entsprechenden Koeffizienten des Nenners proportional
sind, und unter ihnen ist wieder derjenige ausgezeichnet, wo Kj auch
von den x,...x, unabhingig, d.h. iberhaupt cine Konstante wird.
Dies sind dic Mannigfaltigkeiten, welche Riemann insbesondere als
Mannigfaltigheiten konstanter Kritmmung?) bezeichnet. Hat das kon-
stante K insbesondere den Wert 0, so spricht man von einer Eukli-
dischen Mannigfaltigkeit.

Wir wollen auf K hier gleich den unter 4. genannten Substitutions-

1) Siehe Kap. I, S, 38ff.

%) Vgl hierza I, Schur: Ritume konstanten KrimmungsmaBes IT, Math. Ann.
27 (1886), S. 537.
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prozel einmal oder zweimal anwenden. Das erstemal erhalten wir eine
Invariante, die wir als Richtungsinvariante bezeichnen (weil sie nur
noch ein System von dx, und zwar homogen vom nullten Grade enthilt)
@rdvdy, - absdx,d
E (1k, 7'5) ) k 8 “ . i T
—adydy, — dbrdy, dx,

2K, pAxpd,
LT RE T ey (n—~l) f(d,rd) IR s

Fa;, d;i',. d\k =

(23) -
Das zweitemal aber cine Ortsinvariante
(24) K= =Hfaa* S Gk, vs) (alr abe — ais abr) .

n n(n-—1)
(Der auf den linken Seiten von (23), (24) auftretende Ausdruck K.
ist in leichtverstandlicher Weise durch die rechten Seiten definiert).
Beide Invarianten werden uns noch beschiftigen. Im besonderen
Falle # = 4 bilden sie neben dem Kp den Ausgangspunkt der Ein-
steinschen Gravitationstheorie, bzw. der von Hilbert in seinen
»»Grundlagen der Physik* (Géttinger Nachrichten vom Dez. 1915) ge-
gebenen Entwicklungen. Der Gedanke, die dx,dx, usw. in K, durch
die ihnen kogredienten ai* zu ersetzen, ist iibrigens bereits von Lip-
schitz in seinen ersten Untersuchungen benutat worden?),

§ 4. Die Gleichungen der geoditischen Linien und die mit
ihnen zusammenhéngenden Invarianten*,

Wir haben schon bei # = 2 im AnschluB an Riemanns allgemeinen
Ansatz alles so weit vorbereitet, um die ferneren Entwicklungen glatt
auf belicbiges # ibertragen zu kénnen.

Wieder betrachten wir statt der geoddtischen Linien (die das Objekt
der rein geometrischen Betrachtung sein werden) in erster Linie die
sie definierenden Bewegungsgleichungen cines Punktes, der sich im R,
mit dem Bogenelemente g2 kriftefrei bewegt.  Wir haben dem-
entsprechend das Variationsproblem
ox 0 ds>2 _ r Xag (’Zx,_zrln'k -

(25) 5 [(53) § [t Thedi gy

und finden (siche tiberall den §2 des.vorigcn Abschnittes), daB fir
beliebige §x, die Invariante verschwinden muf3}:

(26) 2“’(2“;1;4"15%) — 0 Xa;, dx;dx,.

Die bei der Ausrechnung dieses Ausdrucks zunéchst auftretenden
Glieder mit d§ heben sich gegenseitig weg; wir haben glso cin lineares

') Vgl. insbesondere Crelles Journal 72 (1870), S. 83 und 34, Fulinote, Was -
W
wir im Texte X nennen, heigt bei Lipschitz — — ¥ und ebenso bei Hilbert
K n(n—1)

n(n—1)
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Aggregat der Differentiale d#,, das wir mit Lipschitz folgendermaBen
bezeichnen:
27) 23¥,d,d) dx,.
Hier sind die ¥, folgende Verbindungen der dx, d%x

%74 5 \71 da,, Oau AT
(28) ¥Y.(d,d) = ) ;. d%x; —}~ <0% +53 a;:) dx;dx,.
Wir bekommen also als Buwegungsglemhungen und damit als Definition
der von dem kriiftefreien Punkt durchlaufenen Bahnkurven, d. h. der
geoditischen Linien, die Formeln:

(29) W, (d,d) =0.

Zugleich ergibt sich aus der Invarianz von (27), daf3 allgemein die Aus-
driicke ¥, (d, d) einen kontragredienten Vektor vorstellen.

Wir erhalten einen kogredienten Vektor, indem wir die ¥, mit
den Koeffizienten 47¢ der zur Grundform reziproken Form multi-
plizieren und addieren. Die Komponenten dieses Vektors werden:
00 Pt N (G = an

Jkr
Also nicht die d2x, selbst, sondern erst die solcherweise vervollstdndigten
Ausdriicke haben Vektorcharakter.

Im iibrigen ist deutlich, dal wir in diesen Sitzen statt der ¥, (d, d)

auch die etwas allgemeineren Ausdriicke

(31) Vo (d,8) =, \ a”d(m 4+ ¥ (

—— Y
ik

dag, 011,,¢>
-+ ox, " dx. dx; 0%,

da;,
0 x,

setzen diirfen.

Die hier iiberall auftretenden Verbindungen erster Differential-
quoticnten der a;,:

1 (() i,  da J a,k> Jars <d{z“, da,, Ja k)
92 -GG 9 k), 4 e

(32) dx, dx; dx, bz ) 2 \dx, t D, ox
haben sich natiirlich jedem (Vlzxrgcbotcn, der sich mit den hier vorliegen-
den Problemen beschiftigt hat. So zuniichst Riemann, Christoffel und
Lipschitz. Jeder dieser Autoren hat auch fiir sie besondere Abkiirzungen
cingefithrt. Die Einscitigkeit der literarischen Entwicklung hat es dann
mit sich gebracht, daf einzig die von Christoffel gewithlten Abkiirzungen
e ik) ) ik
(83) (r bzw. {y |
Verbreitung gefunden haben und  Christoffelsche Symbole erster bzw.
zweiter Ayt genannt werden. Diese bieten sich also in der Theorie der
geoddtischen Linien von selbst dar. Die Invariante (26) kénnte man
aber auch, ohne von einem Variationsproblem zu sprechen, aus rein
formalen Griinden als einfachste ihrer Art hinschreiben.
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§ 5*. Das Riemannsche [£].

Wir beginnen, im Anschluf an Riemann, mit den Gleichungen
¥, =0. Wir ziehen von einem Punkte (x) aus ein ganzes , Biischel**
von Vektoren

Lxd A6

und denken uns jeden derselben geoditisch fortgesetzt. So entsteht,
was wir eine durch (x) laufende »geoditische Fliche” nennen werden.
Wir gebrauchen hier nur erst, was wir als ihr angehérige ,,Umgebung*’
des Punktes O bezeichnen kénnen, und was, den Formeln (29) von S. 156
entsprechend, durch die 3 » Differentialgleichungen gegeben sein wird :
(34) ¥.d,d)=0, ¥, =0, Y, (6,8) =0.

Je drei nebeneinanderstehende dieser Gleichungen haben Kombinanten -
natur, d.h. sie bleiben zZusammengenommen ungedndert, wenn man
statt 4 und ¢ irgend zwei andere Vektoren des durch sie bestimmten
Biischels #d + 24 einfiihrt, — Statt der Gleichungen (84) kénnen
wir der Formel (30) entsprechend auch schreiben :

 k
d2xs+.§£{zs}dxidxk=0,
1”
T [k dx; 8%, + Sx,dx,
(35) d bz, + % { . } Lt onin_ g,

52x, +2k{’:‘} 5%, 6%, =0.

Der zweite Schritt zur Bildung des [2] wird nun sein, dal3 wir den
Ausdruck

(86) Q=664 Ax;d%,—dé 3 a;, dx; b, - dd Xa;, dx, 8x,

ins Auge fassen. Es bieten sich genau dieselben Bemerkungen, die wir
schon bei # = 2 machten: Q ist eine Invariante gegeniiber beliebigen
Substitutionen (1), weil es aus lauter Invarianten zZusammengesetzt
ist. Es enthilt ferner, ausgerechnet, neben den Differentialen d, 6 nur
noch solche der zweiten Ordnung 42,44, 2. Es bleibt schlieBlich
gegeniiber linearen Substitutionen
d' =zxd 4 28, & = ud - v4,
sofern wir % » — A4 = 1 nehmen, vollig ungedndert (was den genaueren
Begriff der ,,Kombinante als einer unverindert bleibenden Form,
nicht nur eines geltend bleibenden Gleichungssystems ausmacht). Viel-
leicht mag man sich auch tiberlegen, daB 2 unter allen Ausdriicken,
welche man diesen drei Aussagen entsprechend aufbauen kann, das
einfachste ist.
Und nun erhalten wir das gesuchte [2]

(37) [‘Q'] = 2 (1k: 7’5) Pik:pra:
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indem wir in (86) fiir die zweiten Differentiale d2 dé, 6% thre Werte
aus (35) eintragen. In der Tat entsteht dann eine Form, welche nur
noch die ersten Differentiale dx,6x%, — jede dieser GréBenreihen
homogen im 2. Grade — enthilt, welche auBerdem die Kombinanten-
eigenschaft besitzt und eben darum eine homogene Funktion zweiten
Grades der Determinanten p,, sein muB. Die Koeffizienten aber,
welche wir kurzweg mit (%, 7s) bezeichnet haben, werden neben den
a;;, selbst deren erste und zweite Ableitungen von den x enthalten.
Thre ausgerechneten Werte werden wir sogleich in allgemeiner Form
angeben, bemerken aber vorweg, daB wir diese allgemeine Form nie
gebrauchen, sondern in den Fillen, welche wir betrachten, uns das
spezielle [2] lieber jedesmal direkt bilden.

Wir sind bei der Herstellung des [©2] aus £ durchaus Riemann
gefolgt. Lipschitz hat in seiner schon oben genannten Arbeit in Crelle
82 (1877) den ProzeB vollends ins Formentheoretische emporgehoben,
indem er die in Q2 auftretenden zweiten Differentiale nicht durch die
Gleichungen ¥, = 0, sondern durch Subtraktion einer geeigneten
Verbindung der Ausdriicke ¥, (4, d), ¥, d,0), ¥, (6, 6) entfernt,
Sein Resultat schreibt sich in unserer Bezeichnung so:

(38) [Q]=0Q—2{3ar*¥V, (4,0 V,dd— Sa*¥,(dd)¥,s0s).

Man iiberzeugt sich sofort, daB das rechter Hand zugesetzte Glied nicht
nur eine Invariante der Vektoren 4, 8, sondern auch eine Kombinante
derselben ist?).

§ 6. Die ausgerechnete Formel fiir das Riemannsche
KriimmungsmaB.
Ich verweise zum SchluB noch cinmal auf die Definition des Rie-
mannschen KriimmungsmalBes:
1 [ 3 ik vs) puy p
99 Kpe=eoo o (1R TS e
(22) = 2 r 2 30, Gy — iy Qyy) Pike Prs

und teile die ausgerechneten Werte der Koeffizienten (ik, rs) mit,

1) Wir kénnen im Text dic Bezichungen zur Mechanik, welche Lipschitz vor-
anstellt, leider nicht verfolgen. Immerhin wollen wir angeben: denkt man sich die
& als Funktionen der ,, Zeit® ¢, 140t also den Punkt (%) — den wir mit der ,,Masse’* 1
ausstatten wollen — eine bestimmte Bahn mit gegebener Geschwindigkeit und
Beschleunigung durchlaufen, so hat man in

';;t‘f Xars¥ (d,d) ¥, (d,d)
dicjenige Grole, welche man nach GauB als Zwang der Punktbewegung bezeichnet,
Indem Lipschitz dementsprechend die Uberschrift seines Aufsatzes wihlte (Be-
merkungen zum Prinzip des kleinsten Zwanges), ist dieser, wie es scheint, bisher
von den Geometern nicht hinreichend beachtet worden.




C o e ———

176 3. Kap. Gruppen analytischer Punkttransformationen,

wie sie Riemann (S. 402 der Werke, 2. Aufl.) in seiner Pariser Praeis-
arbeit selbst angibt und man sie in vielen Biichern findet:

. _ 0%a,, Ra,, 0% g 0%y v
(39) R A P o M e

fiv\ (ks is\ [y
_}~227a¢u (( t)l\u >—(l )(u >>
L
Man wird diese Formeln durch die quadratischen Identititen P — 0,
die fiir # > 4 zwischen den P bestehen (S, 6,7), verschiedentlich
modifizieren kénnen. Die mitgeteilten Werte der (th, rs) sind da-
durch eindeutig festgelegt, daBl man sie, wic dic Koeffizienten des
Nenners, ,,normiert* hat, d. h. so gewihlt hat, daB zwischen drei
(i%,75) mit denselben vier untereinander verschiedenen Indizes dieselbe
lineare Relation besteht, wie zwischen den entsprechenden p,, ... Von

} . N . I L
den (i%, rs) sind dann, wie man sofort abziihlt, nur noch ype o linear

unabhingig.
Analog wird fiir die Komponenten unserer cinfachsten Richtungs-
invariante:
V"*lﬂ
Vel

~_1 N[0 fin_ o Vu»]‘)“ \'7([1'/,-]‘.[»%]”_‘[1»-]
W Ki=gz [%(5&;171“m:1r1 AR I Y
unter die Christoffelschen Symbole zweiter Art verstanden, Aus-

driicke  dieser Art, noch etwas verallgemeinert, finden sich zuerst in
der Arbeit von Christoffel.

D. Riemanns n-dimensionale Mannigfaltigkeiten.
II. Normalkoordinaten. Geometrische Deutungen.

Wir haben bisher die formalen Bildungsgesetze vorangestellt, wie
sie in Riemanns Preisarbeit skizziert sind: statt dessen greifen wir
jetzt auf die geometrischen Uberlegungcn zurtick, die Riemann in
seinem Habilitationsvortrag gegeben hat (1854).

§ 1. Riemannsche Normalkoordinaten und die Gestalt des
zugehodrigen ¢s2,

Es handelt sich wieder um eine gewisse Erweitcrung dessen, was
wir schon bei # = 2 gemacht haben, zunichst die Einfithrung cines
besonderen zweckmiBigen Koordinatensystems (vgl. S.158, 159). Als
Koordinatenanfangspunkt O wihlen wir irgend cinen Punkt des unserer
Betrachtung unterliegenden Raumstiickes, Wir denken uns ferner die
sdmtlichen, von O auslaufenden geoditischen Linien konstruicrt, welche




D. §1. Riemannsche Normalkoordinaten und die Gestalt des zugehérigen ds8, 177

einen endlichen Bereich um O herum (auf dessen Betrachtung wir uns
jetzt beschrinken wollen) einfach iiberdecken werden.  Jeder Punkt
des Bereiches wird dann bestimmt scin, wenn wir seine geodiitische
Entfernung p von O und das Azimmut angeben, unter dem die ihn mit
O verbindende geoditische Linie von O ausliuft. Um dementsprechende
Formeln aufzustellen, denken wir uns die urspriinglichen Koordinaten
x; durch eine Hilfstransformation vorab so abgeindert, dal das ds?
im Punkte O sclbst die Gestalt Ndx? annimmt (was natiirlich auf
unendlich viele Weisen erreicht werden kann), Dice Richtung ciner von

st L) - . r d/l'{
O auslaufenden geoditischen Linie moge dann durch die Werte der sl
fixiert werden. Unsere neuen Koordinaten (die Riemannschen Normal-
koordinaten) sollen dann durch die Formeln definivrt sein:

d xy
w =)
Hiernach ist
(2) o= ;/ y,‘f A R .),;.;

und es stellen sich die von 0 auslaufenden geodiitischen Linien durch
je (n—1) homogene linearc Gleichungen zwischen den y, dar; wir
haben cin Analogon zu den von cinem festen Punkte O auslwufenden
rechtwinkligen Parallelkoordinaten eines Euklidischen (oder richtiger:
eines GraBmannschen) Raumes. Insbesondere ist unser Koordinaten-
system der y; nur festgelegt bis auf cine belichig anzunehmende ho-
mogene orthogonale Substitution.

Die niichste Begriffsbildung, welche sich hier anschlicBt, ist die
eines von O auslaufenden geodiitischen Unterranms von p Dinensionen
(R,). Wir verstehen darunter jede Manniglaltigheit, die durch (n- )
linear unabhingige homogene lincare Gleichungen zwischen den i dar-
gestellt ist — oder auch jede Mannigfaltigkeit von Ranmpunkten
unseres Bereichs, die aus v linear unabhidingigen Vektoren

AWy &y g0y
in der Weise erwitchst, dafl man
(3) Ay == dOy | Qyd® v, | e 4, v,

setzt und jeden der so entstehenden Vektoren geodiitiseh fortsetat. Der
frither erwiihnte Fall ciner von einem Punkte auslaufenden geodittischen
»Elache™ ist hier fiie v == 2 inbegriffen,

Einfachste Beispicle solcher geodiitischer R, erhilt man, wenn man
(n— ) der Koordinaten w;, sagen wir VMoo Ay, gleich Null setat,

Man hat dann erstens den wichtigen Satz, dald die nicht versehwin-
denden Koordinaten, also y,, ..., v, fiir dicsen R, selbst Normalhoordi-
naten sind. Denn die von O auslwfenden geodittischien Linien dos R,
welche den R, erfiilllen, sind fiir dicsen sellwst gewill anch peodittisehe
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Linien, Ferner aber, was ich das Prinzip von dey Beweglichheit des
Normalkoordz’natensystems nennen will: daB man némlich jeden ein-
zelnen R,, dep man betrachten mag, durch geeignete Wahl des Systems
der y gerade durch die Gleichungen Yr1 = 0,..., y, = 0 darstellen

unterwerfen kann, enthzjy 8ewiB die hierfiir erforderliche Zahl will.
kiirlicher Parameter (die neuen Y sind sogar nyr bestimmt bis auf
eine beliebige orthogonale Transformation, der ich die nicht verschwin-

formation, der ich die verschwindenden Yo41 -+ ¥, unterwerfen mag).
Nach diesen Vorbemerkungen ist es leicht, die allgemeine Form
anzugeben, welche daq ds? bei Zugrundelegung der Normalkoordi-
naten 4, annehmen muyg,
Wir betrachten Zunichst dep Unterraum von 2 Dimensionen, fiir

welchen alle y, pis auf y,, 4, verschwinden. Nach Formel (21), S. 153
muB fir diesen Unterraum sein:

(4) as? = (dy? 4. 4Y3) + B (3, Y2) 24y, — v, ay,)e,

unter % (y, Y2) irgendeine nach ganzen positiven Potenzen der Y1, Ve
fortschreitende, in der Umgebung von O konvergente Reihe verstanden.
Auf diese Form muB sich also dag 4s? unsereg R, bei Nullsetzen von
Y3 -+ ¥, reduzieren, __ Mehr noch, 4s? myg sich nach dem Prinzip
von der Beweglichkeit des Koordinatensystems immer auf diese Form
reduzjeren, nachdem wir vorher die y, ... Y irgend einer homogenen
linearen orthogonalen Substitution unterworfen haben und hierauf dje
neuen y, . ., Yn gleich Nyl setzen. Ein rejp algebraischer SchluB er-
gibt daraus, dag das ds? deg R, jedenfalls die Form haben wird :

(5) ds®= >qy2 4 2 Bityrs (91 y,) D@y —~y, dy,) (y, 2y, —~y,dy,),

wo die $, k,rs geeignete, in der Umgebuns von O konvergente Potenz-

dies, indem man sich tiberzeugt, dag bei Zugrundelegung eines ds® von
der Form (5) die friiher aufgestellten Gleichungen Y, =0 der geo-
ditischen Linjen erfiillt sind, wenp man entsprechend (1) die dy, den
Yi Proportional setzt ypq die d%y; gleich Null setzt, dag ferner die lings
einer so bestimmten geoditischen Linie von O aus gemessene geo-
ditische Entfernung gleicy Vv . + ¥2 wird,

Natiirlich kdnnen wir gie Formel (5) wieder entsprechend den zwi-

schen den Unterdeterminanten Bidyy— oy, q ¥:) bestehenden quadra-
tischen Identititen normieren, so daB also

(6) Pi2,84 + Pisgo+ Proes=0
wird usw,
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Wir wollen im folgenden immer voraussetzen, dal diese Normierung
vorliege. Sie gilt dann insbesondere auch fiir die konstanten Anfangs-
glieder der By ,,, die wir o, », nennen.

§ 2. Beschrinkung auf die nichste Umgebung von 0.
Die allgemeine geometrische Bedeutung des Kp.
Indem wir jetzt die Betrachtung auf die nichste Umgcebung des
Punktes O einschréinken, ersetzen wir die Potenzreihen B durch ihre
Anfangsglieder und schreiben also statt (5):
(7) dSz:_Edyf E“ik,'rs (yz ‘lylc—y/cdyi) (yrdys"'ysd.vr)'
Fiir den Punkt O selbst wird hierbei
dst= S'dy}
Fo= 3P (WO pyp=dy,; 0y, —dy,; 8y,).
Ferner findet sich fiir irgend ein Biischel %4 -- 16 von O auslaufender
geoditischer Linien aus den Gleichungen ¥, = 0:
d?y; =0, ddy, =0, 6%y, =0.
Das [£2] berechnet sich danach genau so cinfach, wie es fiir  — 2.5.158
geschehen ist. Das SchluBresultat ist, daB das Riemannsche Kriim-
mungsmaB im Punkte O den cinfachen Wert annimmt:

(8)

A3 Piv P
S et Yk yra Fik Urs
(9) 1&1{ = 3 ",’)ﬂ .
-t F L
Es hingt also, — wie im Falle # = 2 — auf das Genaueste mit der

Abweichung zusammen, welche das ds® (7) gegeniiber dem Euklidischen
Falle darbictet.

Im iibrigen aber ergibt sich nun sofort, indem wir die Invarianten-
cigenschaft des Riemannschen KriimmungsmaBes erwitgen, durch Be-
trachtung cines cinzelnen Falles dessen allgemeine geometrische Be-
deutung. Wir betrachten den Unterraum R,, fiir den simtliche y,
bis auf y,, v, verschwinden (fiir dessen geoditische Linien also auch
alledy,, 8y, mitd > 2 gleich Null sind). Fiir das zugehorige ds® gibt (7):
(10) dst = (dy} - dyi) b g, 1a (v dyy, — vy dyy)2,
withrend das zugehérige Riemannsche Kritmmungsmaf nach (9) den
Wert annimmt:

(11) Kp=—3ay12,

also mit dem GauBischen KrimmungsmaB des Differentialausdrucks
(10), berechnet fiir den Koordinatenanfangspunkt, zusammenfallt, Wir
schlieBen sofort:

Die Biischelinvariante, welche wir das Riemannsche Kriimmungsmafy
nennen, ist nichts anderes als das Gaupische Krimmungsmafs derjenigen
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geoditischen Fliche (Kalotte), welche aus dem Biischel der Vektoren
xd 4 A6 durch geodiitische V. erlingerung entsteht,

Genau so hat Riemann es in seinem Habilitationsvortrag definiert,
Indem wir (im vorigen Abschnitt) das invariante Bildungsgesetz von
Ky vorweg nahmen, haben wir die Angaben, wie sic sich aus der
Nebeneinanderstellung des Hal5i]itationsvortmgcs und der Preisschrift
ergeben, geradezu umgekehrt. Wir haben damit erreicht, dal {iberall
auch die Beweisgriinde zutage treten.

§ 3. Die geometrische Bedeutung der Ortsinvariante .

In § 3 der vorigen Abteilung (S. 172) haben wir aus dem Riemann-
schen KriimmungsmaB eine einfache Richtungsinvariante:

DR dx;dry: Nagdx; dx,

und eine ebensolche Ortsinvariante & abgeleitet. Indem wir ihre Thofi-
nitionen entsprechend (7) fiir den Anfangspunkt 0 in Normalkoordi-
naten anschreiben, erhalten wir ohne weiteres die schinen Deutungen
derselben, wie sie Herglotz neuerdings (im Dezemberheft der Leip-
ziger Berichte von 1916) abgeleitet hat.

Beginnen wir mit K. Da vermaoge (5) in O alle a;,; den Wert 1, alle
anderen ;) den Wert 0 haben, wird nach Formel (24) (5. 72) fiir den
Punkt O:

2 %
(12) =—
n(n—1) . ) R

—y - gerade die Zahl der Biischel (i, ), welche dem
»m-Bein® der y, ...y, als »Verbindungswinde zwischen den Beinen
cingelagert sind, — 3 %ig, i aberist das dem cinzelnen Biischel zugehorige
GauBische KriimmungsmaB. Wir werden dahier sagen: & ist der Mittel-
wert aller dieser GauBischen Krimmungsmafie.  Dabei ist & scinem
Wesen nach von der Auswahl des von 0 auslaufenden u-Beins der
Y1 -+ ¥n unabhingig. Wir werden in dicsern Sinne K geradezu als
mittleres Gaufisches Kritmmungsmaf  fiir den Punht 0 bezeichnen
kénnen?). Dies ist das erste Herglotzsche Resultat, das wir nun noch
durch eine Nebenbetrachtung erginzen

In der Interpretation des K liegt, daB Y «, %, i bel beliebiger ortho-
gonaler Substitution der ¥y invariant sein mufB. Dies ist auch alge-
braisch ohne weiteres klar. Denn bej einer orthogonalen Substitution
der y geht auch 2 p3 in sich tiber, d. h. auch die P erfaliren cine
(natiirlich spezielle) orthogonale Substitution, bei der sich dann RN I,
als niederste Invariante der quadratischen Form Nk, pa ik Pry dar-

Nun ist

e

1) Dieser Begriff hat natiirlich nichts mit dem in der Flichentheorie iiblichen
Begriff , mittlere Krimmung' zu tun.
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bietet. Im {ibrigen sind die in Rede stehenden linearen Substitutionen
der p;; so beschaffen, daB bei ihnen die Gesamtheit der Gleichungen
P =0 ungeindert bestehen bleibt, die Ausdriicke P also sich linear
kombinieren. Zieht man die partiellen Differentialgleichungen heran,
denen alle Invarianten geniigen miissen, die bei orthogonaler Substi-
tution der y ungedndert bleiben, so beweist man geradezu, daB bei
»notmierten o, ., (fiir welche dic linearen Relationen bestehen, die
den Gleichungen P =0 parallel laufen, S.17¢ oben) die Yo, k15 SOgar
dic einzige in den %, rs lineare Invariante der quadratischen Form
Doy k,rsDirPrs ist. Hiervon werden wir sofort Gebrauch machen, indem b
wir eine neuc Deutung von X durch Heranziehen von Inhalt oder
Oberfliche einer kleinen um O herum gelegten Kugel suchen. Eine !
solche Deutung liegt nach dem, was wir auf S. 155 fiir 1 = 2 ausfithrten, ‘ “‘:i
nahe und ist mir schon vor lingerer Zeit von Runge vorgeschlagen o
worden. Inzwischen hat Vermeil auf meinen Wunsch die hierfiir er-
forderlichen Rechnungen gemacht?), die ich folgendermafBen resumiere:

a) Man fithre statt der y, ... y, Polarkoordinaten nach dem Schema "
ein, das ich der Kiirze halber hier nur fiir # = 4 hersetze:

(13) ¥, =opcosd, wy,=psind cos g, == g sin & sin ¢ cos p,
M =0 ;! o ¢, Y3=¢ P
¥4 == @ sin & sin @ sin y.

b) Man iiberzeugt sich dann leicht, daB das Volumen einer sehr b
kleinen geoditischen Kugel (bei dessen Berechnung wir die abgekiirzte i
Form (7) des ds* zugrunde legen diirfen) mit dem Volumen J einer 5l
Euklidischen Kugel von demselben Radius durch cine Formel folgender n
Art zusammenhingt

(14) V == | 4- (homogene lin. Funktion der i, ry) 02 F by

)
die hier auftretende lineare Funktion nur cin Multiplum von Eoc,-/;,;,c
sein kann; es bleibt die Aufgabe, dieses Multiplum zu bestimmen, was
durch Heranzichen eines méglichst cinfachen Ausdrucks fiir die In-
haltsformel geschehen kann,

d) Indem ich die Ausfiihrungen im cinzelnen iibergehe, setze ich
hier nur das Endresultat her:

¢) Nun gibt unser invariantentheoretischer Satz ohine weiteres, daf i

. Xour ik, . nin--1) .,
(19) P30 ‘fg)k S T g K0t T
¢) Wir haben hieraus als neue Interpretation des K:
\ P B V)
(16) K= D)) Lln:) ( 0% ] )

(was mit der {ritheren Formel fiir # == 2 - (27) S.155 ~— iibereinstimmt).
f) Will man statt des Kugelinhalts die Oberfliiche setzen, so braucht

Y Gott. Nachr., letztes Meft 1917,
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man diese nur als nach ¢ genommenen Differentialquotienten des
Inhalts einzufithren. So kommt heraus (unter F die Oberfliche der
Euklidischen Kugel verstanden):

1 K=— °=0

n .
sy (G

g) Ich bemerke noch der Vollstindigkeit wegen, daB J bekannter-
maBen?) durch folgende Formeln gegeben ist:

1. fiir gerades # (n=2v): J= i_’;’ef 5,
(18) 2. fiir ungerades n (m=2v-1): J = et

Im iibrigen ist es weiterhin zweckmaBig, das nun auf verschiedene
Weisen interpretierte K, der Dimensionszahl des zugrunde gelegten
Raumes entsprechend, mit K™ zu bezeichnen. Es ist ohne weiteres
klar, was man analog, im Punkte O, unter dem mittleren GauBischen
Kriimmungsmaf K®-1 eines durch O hindurchgehenden geoditischen
Unterraumes R, _, zu verstehen hat. Hiervon werden wir sofort Ge-
brauch machen.

Ich bemerke noch der Deutlichkeit halber, daf KM schlechtweg 0
ist. Denn fir # =1 werden ¥V und J beide gleich 2p.

§ 4. Die geometrische Bedeutung der einfachsten
Richtungsinvariante.  Ubergang zur mittleren
Kriimmung K(n-1,

Wir berechnen jetzt aus (7) fiir den PunktO den Wert unserer
einfachsten Richtungsinvariante und findeh:

ZHRdndrn,_ gdyt nnante s ounan) +247, 49, (s b aian) oo ¥

X anduidz, (n—1) Zdy}
Nach dem Prinzip von der Beweglichkeit des Normalkoordinaten-
systems gentigt es, die geometrische Interpretation fiir eine ecinzelne
Richtung dy zu geben und das Resultat dann allgemein aufzufassen,
Wir setzen etwa alle dy, bis auf dy, gleich Null und erhalten fiir
die rechte Seite von (19):

®1z,18 + 00 4 dag1n
(20) —3 =)
Wieder ist es ein Mittelwert GauBischer Kriimmungsmafe, nimlich

?) Vgl. z. B. Schoute: Mehrdimensionale Geometrie. Bd. 2, S.288. Leipzig
1905, Samml. Schubert.




D. § 4. Geometrische Bedeutung der cinfachsten Richtungsinvariante. 183

derjenigen, die sich auf irgend (» —1) zueinander orthogonal durch
den Vektor dy, ... dy, hindurchgelegten Biischel bezichen.

Dies ist Herglotz’ zweites Resultat, das wir nun noch, ebenfalls
nach Herglotz, einer einfachen Umformung unterziechen. Wir ersetzen

die Summe «;4,99 + --- -+ 0,4, durch folgende Differenz:
(21) Dt e Ny, i
Lh=1,..n k=2, n»
Dadurch verwandelt sich (20) in
(22) ’2’ K(vz)__?’..;,?K(n—x),

unter K™ das mittlere GauBische Kriimmungsmaf desjenigen R~
verstanden, das durch y, = 0 gegeben ist. Eine entsprechende Formel
wird bei sinngemdBer Deutung fiir jede Richtung duy, ...dy, be-
stehen. Indem wir zu allgemeinen Koordinaten , ... x, wieder zuriick-
kehren, sprechen wir das Resultat gleich so aus:

Versteht man unter K™Y das mittlere GauBische KriimmungsmaB
desjenigen R, _,, das auf der Richtung der dx,, ...,dx, im Sinnc
unserer MaBbestimmung senkrecht steht, so haben wir;

K dxidy =" g _ "7 gy
Xoag dyv dy, 2 2

Indem wir nach KO- auflésen, haben wir:

(23)

. H KW g dygdyy, - 2 K8 dydx,
(24) K1) = .

(n—2) a;, dy;dx,
Also unser KO=1 selbst ist chenfalls cine Richtungsinvariante.

Wir wollen im Hinblick auf spittere Entwicklungen (wicder Her-
glotz folgend)

DU dy;day,

25 Kn-1 —
(25) Yo dasday
setzen, um damit anzudeuten, daB3 der Tensor G, fiir # = 4 in der

Einsteinschen Gravitationstheorie eine wichtige Rolle spiclt. Dabei sei
gleich bemerkt, dafl bei Einstein selbst nur der Tensor K aultritt
und der Tensor Gy, seine prinzipiclle Stellung erst durch Hilberts
Untersuchungen bekommen hat. Inzwischen wolle man alle dicse
Zitate nur cum grano salis verstehen, ndamlich bis auf Zahlenfaktoren
und Vorzeichen, welche bei unserer Darstellung  durchaus eindeutig
herauskommen, withrend die anderen Autoren iiber sie aus irgend-
welchen bei ihnen vorliegenden  Bequemlichkeitsriicksichten verfligt
haben.

Noch ecines muly erwiihnt werden. Das der Annahme 7 «= 4 ent-
sprechende ds®, welehes der Einsteinschen Theorie zugrunde liegt, hat
zwar (als Form der dwy, day, dxy, dx,) cine nicht verschwindende
Determinante, ist aber indefinit; os entspricht, um es genauer zn sagen,
im Sinne des Trigheitsgesetzes der Vorzeichenkombination B R e
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(vgl. das im vorigen Kapitel immer betrachtete, mit der Lorentz-
gruppe zusammenhdngende: @x2 4 dy? + dz2 — c2d¢%). Dies hindert
nicht, daB wir von zugehorigen Normalkoordinaten und Mittelwerten
sprechen; es ist nur immer dem einen abweichenden Vorzeichen Roch-
nung zu tragen. Dagegen fillt die Vermeilsche Integration iiber eine
unendlich kleine Kugel weg, denn ds® = const bedeutet jetzt eine
hyperboloidartige Mannigfaltigkeit, die sich entlang ds® = 0 ins Un-
endliche zieht.

§ 5. Das Aquivalenzproblem in Riumen verschwindenden,
bzw. konstanten Riemannschen KriimmungsmaBes.

Nach Analogie mit dem, was wir fir » = 2 entwickelten, sollten
jetzt einige Angaben iiber das Aquivalenzproblem zweier ds? (mit
# Variablen) folgen. Aber wir miissen diese Erorterungen noch hinaus-
schieben, weil uns bestimmte Hillsbegriffe, die erst weiter unten er-
ortert werden kénnen, noch nicht zur Verfiigung stehen. Ebensowenig
kénnen hier schon allgemeinere Angaben iiber dicjenigen ds? gemacht
werden, welche durch kontinuierliche Scharen von Transformationen
(die sich dann als Gruppen mit endlicher Parameterzahl erweisen) in
sich tibergehen. Nur von den Fillen, wo das Riemannsche Krtimmungs-
mal entweder identisch verschwindet oder (unabhingig von den p;,
und den x,...x,) einen konstanten Wert hat, soll hier die Rede scin,

Beispiele fiir derartige Fille sind unmittelbar zur Hand:

1. Der , Euklidische' Rauwm von Dimensionen, wo das ds?, in
Normalkoordinaten geschrieben, die einfache Form annimmt

(26) ds® = Ndyf,

die ferneren Glieder der Formel (5) aber wegfallen, so dall das Ric-
mannsche Krimmungsma3 gewiB identisch verschwindet. Das vor-
stehende ds? bleibt nicht nur bei orthogonalen Substitutionen der Vi
sondern auch bei Vermehrung der y, um beliebige Konstanten ¢; un-

¢

gedndert, was zusammen eine Gruppe von n;\l) Parametern ergibt :
die Gruppe der Euklidischen Bewegungen und Umlegungen. TFerner:

2. Die innere Geometrie der im Euklidischen Rawme vow (n--1)
Dimensionen gelegenen n-dimensionalen Kugel. — Man denke sich in
dem genannten Raume ecin System gewdhnlicher, zueinander recht-
winkliger Parallelkoordinaten

By, %, o0, 2,

eingeftihrt. Wir haben dann als Gleichung einer um O herumgelegten
Kugel

(27 Bt B =g,
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und die inneren MabBverhiltnisse dieser Kugel werden gewiB bei der
Gan+1y der (homogenen, linearen) orthogonalen Substitutionen der

23

2

2,2, ..., 2, nicht gedndert. Nunmehr wolle man (27) dadurch identisch
befriedigen, daB man die z, z,, ..., 2, irgendwie als Funktionen von #
unabhéingigen Parametern #, ... x, anschreibt. Das ds? des (n + 1)-
dimensionalen Raumes, ds? = dz2 - a2} + ... - dz2, verwandelt sich
dann in eine quadratische Form mit nur # Differentialen

(28) ds?= 3a,. dx; dz,,

. : o P(nt1)
welche durch eine Gruppe von Transformationen mit ——5— Para-
metern in sich {ibergefiihrt wird. Diese Transformationen werden ge-
statten, jeden Punkt (%) in dem Raumstiick der x, innerhalb dessen
die z eindeutige Funktionen der % sein mégen, in jeden anderen und
jedes von einem Punkte (%) auslaufende Biischel xd + A4 in jedes
andere derartige Biischel zu verwandeln. Daher erhilt das Riemann-
sche KriimmungsmaB von (28) notwendigerweise in komstanten Wert.

Am einfachsten scheint es, als Parameter %y .. -%, in gewéhnlicher
Weise Polarkoordinaten einzufithren, also etwa nach dem Schema, das
ich hier der Kiirze halber nur fiir # = 3 hersetze (vgl. [13] S. 181):

(29) z=uacos®¥, 2z =asindcos @, %y = asindsin ¢ cos p,
Zg = asin & sin psin p .
Unser ds? (28) nimmt dann folgende Form an:
(30) as? = a*d9? + a®sin29dp® + a?sin? ¢ sin? @ dy?.
Wir werden nun zu Riemannschen Normalkoordinaten iibergehen,
indem wir setzen
(Bl) e=ad, yy=opcosp, y,=psingcosy, y,= o sin @ sin p,

wo g, wie es sein muB = 42 1 24 42 wird. Man berechnet sofort:

’

g dp? = Sdy2 — 2 V140 — v dy)?
(32) ot =Ldy ]

3¢ 2 d o2 4 g2 (gin £.) & V8V — ¥ dy)?
(33) dst =i a(sin & J EUL s Ve
Hier ist bei O nicht etwa eine Unstetigkeit vorhanden, vielmehr ent-
wickelt sich das ds? nach ganzen positiven Potenzen der ¥; in eine
Reihe, deren Anfangsterme so lauten:

; 1
(34) dst= Xdy}— 5 14y, — v, dy,)*

Man erkennt: Das Riemannsche Kriimmungsmaf hat fiir den Punkt O,
unabhdngig von der Auswahl des Biischels xd -~ A8 und damit, wegen
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der Gun+ 1), fir jeden andeven Punki (9) und jedes andere Biischel
2

den Wert.

(35) Kp=-

Die geometrische Einkleidung der Uberlegung betrifft dabei nur die
Form der Darlegung; das Resultat (85) muB sich aus den Formeln
(32), (83), auch was die Gleichberechtigung eines beliebigen Punktes
(¥) mit dem Punkte O angeht, rein rechnerisch ergeben. Wir schliefen
daraus, daB wir eine Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung vor uns
haben, auch wenn das in (35) definierte K negativ, also der Radius
der Ausgangskugel rein imagindr sein sollte.

Damit haben wir nun, wenn anders wir mit dem Bogenelement
beginnen wollen, in (32), (38) den Ausgangspunkt zur Behandlung der
Raumformen konstanter Kriimmung, wie sie in der Nichteuklidischen
Geometrie unterschieden werden. Der Fall verschwindender Kriimmung
ordnet sich als Ubergangsfall ein, indem man a unendlich grofl werden
1aBt. Im iibrigen kommen, wie wir schon bei # = 9 andeuteten, wenn
wir den Gesamtverlauf der Riume betrachten wollen, noch weitere
Unterscheidungen hinzu, die man am besten faBt, wenn man nicht vom
Infinitesimalen beginnt, sondern die Allgemeinauffassungen der pro-
jektiven Geometrie voranstellt 1.

Mit den vorstehenden Entwicklungen haben wir nur die ecine
leichtere Hilfte der Angaben, welche Riemann in seinem Habi-
litationsvortrag gemacht hat, erledigt. Nicht daB (26) und (32),

(33) zu Kp =0 bzw. K, =—:»é fithren, sondern daB umgekehrt die

Annahme Kp =0 bzw. Ky = 711; mit Notwendigkeit zu den hin-

geschriebenen Formen des ds? fithren, ist die Hauptsache. Riemann
hat sich mit einer bloBen Andeutung seines Gedankenganges und einer
Angabe der Tatsache begniigt. Einen ersten, noch recht umstindlichen
Beweis gibt Lipschitz in Crelle 70, 72 (1869, 70). Einfacher sind die
Erlauterungen, welche Weber diesbeziiglich der Riemannschen Preis-
arbeit in der 2. Auflage von Riemanns Werken hinzugefiigt hat (1892).
Einen Beweis von Christoffels allgemeinen Untersuchungen betr. die
Aquivalenz zweier quadratischer Differentialformen aus gibt Bianchi
in (5), VII 2 der Rendiconti dell’ Academia dei Lincei (1897). Ich werde
hier den Beweis eines allgemeineren, ganz elementaren Satzes skizzieren,
den ich mit Frl. Noether und Herrn Ve rmeil iiberlegt habe. Aus ihm

folgen die Sitze betr. K = 0 und K R = 755 als bloBe Korollare.

1) Es wird dies nur deshalb wiederholt ‘'vermerkt, weil verbreitete Lehrbiicher
der Nichteuklidischen Geometrie in dieser Hinsicht versagen (z. B. Bianchi-Lukat,
Bonola-Liebmann usw.).
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Wir haben bei Zugrundelegung von Normalkoordinaten nach 5),
S.178

dst= Xdyi 4 5 By re (Vi dy, =Y @dY;) (Vo dys— y,dy,),

wo wir fiir die 9, k,rs irgendwelche noch positiven Potenzen der y fort-
schreitende Reihen nehmen diirfen (die nur der Bedingung unterliegen
werden, fiir hinreichend kleine Werte der Y zu konvergieren). An-
dererseits berechnen wir uns die Koeffizienten (i £, rs) der Kriimmungs-
Form [Q] ‘
(2= Z(ik,7s) 6y, dy, — 0y, dvy) (39, dy,— by, dy,)

nach (37), S.174 ebenfalls als solche Potenzreihen. Nun kénnen wir
die P, k,rs Noch mannigfach modifizieren, ohne an dem ds? irgend
etwas abzuindern. Hierzu dienen einmal die Identitiiten, die zwischen
den PiraPrs mit verschiedenen Indizes bestchen

Pix Prs Pir s + bis brr=0;

wir hatten sie schon friher in Betracht gezogen, als wir nur von den
konstanten Gliedern der Bir, »s handelten. Ferner aber die noch ein-
facheren Bezichungen mit 3 Indizes:

yipl”' -+ yll‘-.?")ri -+ Ny Pik E

Man wird diese Identititen benutzen konnen, um die Bix, »sin bestimm-
ter, hier nicht auszufiihrender Weise zu normieren. Endlich kommt
in Betracht, daB die Reihenglieder, welche bei der Entwicklung der
(i, rs) auftreten, co ipso cine groBe Zahl lincarer Bezichungen
darbicten, die genau den Bczichungcn zwischen den Kocffizienten der
normierten “,Bl-,r' rs ¢ntsprechen,

Aus dem Bildungsgesetz von [£2] folgt dann das Theorem, um
welches es sich hier handelt, daf namlich die ernzelnen Rethenglieder
dev mormierten B, ks s den Reihenglicdern dey ik, vs) cz'ndmtig
berechnet  werden kdnnen.  Man hat fir die aufeinanderfolgenden
Glieder cine ganze Reihe von Formeln, deren niederste durch  die
Formel (9) S. 179 gegeben sind, wenn wir sie so schreiben:

Y |
(36) W gy g = 6 ('7'/"'7’3)0,'1. 0

Insbesondere folgt, dafi die normierten 3, k,re simtlich verschwinden,

wenn Ky 0 angenommen wird, und daf sic gerade dic Werto (32), (83)
- 1

annchmen, wenn man K R setat,

Man darf vermuten, dafl durch die so skizzierten cinfachen Uber-
legungen gerade der ¢ redankengang reproduziert wird, den Riemann bei
seinem Habilitationsvortrage vor Augen hatte, Heiit es doch da kurs
(S. 282 der Werke, 2. Aufl), daB durch das Kriimmungsmall dic
MaBverhiltnisse der Mannigfaltipkeit vollstiindig bestimmt seien: Auch
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die Reihenfolge der sonstigen Entwicklungen dort liuft mit der hier ein-
gehaltenen parallel. Insbesondere wird verstindlich, wenn er betreffend
die Mannigfaltigkeiten konstanten KriimmungsmaBes 1. ¢. fortfahrend
sagt: ,es sind daher um einen Punkt nach allen Richtungen die
MaBverhdltnisse genau dieselben, wie um einen anderen, und also
um ihn dieselben Konstruktionen ausfiihrbar, und folglich kann in den
Mannigfaltigkeiten mit konstantem Krimmungsmal den Figuren jede
beliebige Lage gegeben werden. ' — Um die Existenz einer Gy 1), welche

2
die Mannigfaltigkeit konstanter Kriimmung in sich transformiert, von

vornherein verstdndlich zu machen, hatten wir zu Anfang des Para-
graphen an die Betrachtung einer #-dimensionalen Kugel des (n -+ 1)-
dimensionalen Euklidischen Raumes angekniipft. Dies hat nach der
zitierten Angabe Riemanns natiirlich nur pidagogischen Wert, die Exi-
stenz der Automorphien ergibt sich von selbst, ohne daB man aus der
minneren' Geometrie des R, heraustritt. Ubrigens aber hat“Riemann
sicher auch an das Kugelbeispiel gedacht. Denn die Form des Bogen-
elementes konstanter Kriimmung, welches er 1. c. des weitcren
angibt

1 ST
(37) ds= — V Sdaz

1oy 2

ergibt sich sofort, wenn man die Beziechung zwischen der Kugel und dem
Euklidischen Raum der x durch gewéhnliche stereographische Pro-
jektion herstellt.

E. Einiges von der Weiterentwicklung iiber
Riemann hinaus,

§ 1. Charakterisierung der um 1870 hervortretenden
Personlichkeiten und ihres nachwirkenden Einflusses.

Wir haben im Vorhergehenden schon verschiedentlich auf dic Ar-
beiten von Beltrami, Christoffel und Lipschitz hingewiesen,
auch mancherlei von der ausgeprigten formentheoretischen Auffassung,
die die reifste Frucht der Lipschitzschen Arbeiten ist, zur Geltung ge-
bracht. Indem wir jetzt unternchmen, dariiber ausfiihrlicher zu
berichten, miissen wir zunichst von der Art ihrer Personlichkeiten
und von den Bedingungen, unter denen sie gewirkt haben, einiges
sagen.

Beltrami geht urspriinglich von der Flichentheorie aus und wendet
sich spiter, von 1869 an, wesentlich zur mathematischen Physik. Indem
er unternimmt, auch hier die allgemeine Theorie der quadratischen




E. § 1. Charakterisierung der um 1870 hervortretenden Persénlichkeiten, 189

Differentialformen zur Geltung zu bringen, bevorzugt er bei der Ent-
wicklung der Theorie diejenigen Fragestellungen und Methoden, welche
in Physik und Mechanik ihre Entwicklung gefunden haben. Daher
tiberall die Voranstellung der Variationsprinzipe und der Integralsitze,
woriiber wir noch genauer zu berichten haben werden.

Auch bei Lipschitz spielt die Beziechung zur Mechanik und Variations-
rechnung eine groBe Rolle. Er setzt dic ganze Entwicklung, welche diese
Disziplinen iiber Lagrange hinaus durch Jacobi gefunden haben, fort-
gesetzt als bekannt voraus. Hierin mag einer der Griinde liegen, wes-
halb seine Arbeiten von seiten der Geometer und Algebraiker bis in die
neueste Zeit nur teilweise Beachtung gefunden haben. Da scheint
Christoffel bequemer, der nur algebraische Umformungen und Differen-
tiationen benutzt. Aber es kommt noch ein weiteres dazu. Lipschitz
ist zwar cin sehr pflichttreuer, aber kein anregender Lehrer gewesen,
was Christoffel im hochsten Grade war; 1869 von der Berliner Gewerbe-
schule an das Ziiricher Polytechnikum berufen, hat er an beiden Orten
dauernde Anregungen zur Weiterarbeit auf dem von ihm betretenen
Gebiet hinterlassen. In Berlin lebt sein Andenken bis auf den heutigen
Tag in der flichentheoretischen Schule nach, deren Haupt einst Wein-
garten gewesen ist. Von Ziirich aus aber erstreckte sich sein Einflufl
auf Italien, wo sich Bianchian ihn anschlo und seine Gedanken durch
Ricei cine sympathische Weiterbildung gefunden haben. Ricci hat fiir
die Invariantentheorice der quadratischen Differentialformen einen be-
sonderen Kalkiil entwickelt, welchen er den wCaleolo differenziale asso-
lLbo™ mannte; man findet cine ausgearbeitete Darstellung desselben mit
zahlreichen Anwendungen auf die verschiedensten It ragen der Geometrie,
Mechanik und Physik insbesondere in einer von ihm zusammen mit
Levi-Civita: verfaBten Abhandlung in Bd. 54 der Mathematischen
Annalen (1900/01).  Ricci verwirlt die Ansitze scines Landsmannes
Beltrami, die in der Tat nur besondere Invarianten liefern (s-uw.), aus-
driicklich als , troppo artificiosi®,

Die Christoffel-Riceische Darstellung hat weithin Verbreitung ge-
funden. In der Monographic von Edmund Wright, ,,Invariants of a
quadratic form* (Caumbridge tracts, 1908) nimmt sie den LEhrenplatz ein
(withrend von Riemann nur beiliufig und von Lipschitz gar nicht die
Rede ist). Ebenso ist z B, Einstein in der Christoffel-Riccischen Tra-
dition aufgewachsen,

Wir haben diese Verhiltnisse hier zur Sprache gebracht, weil ihre
Kenntnis fiir ein wirkliches Verstindnis der cinschliigigen Literatur
unerliBlich scheint. Trotz aller Jabresberichte und Enzyklopidien,
trotz aller durch Kongresse erméglichten persénlichen Bezugnahme
zwischen den Mathematikern bebauptet bei der Weiterfithrung der
mathematischen Forschung die zufillige Tradition und die Schulbildung
ihren EinfluB,

i4
i
i
i
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§ 2. Invariantenbildung bei Beltrami.

Die Methode der Variationsrechnung.

- Esist ein altes Problem der mathematischen Physik, den Ausdruck

Ayu= z;; R av2 —|— Ep 22 (den Lamé den ,,zweiten Differentialparameter*

von % nannte) in beliebige krummlinige Koordinaten umzurechnen.
Den einfachsten Ansatz dazu hat (in Verallgemeinerung Lagrange-
scher Methoden) Jacobi in Crelles Journal Bd. 36 (1848) gegeben
(Uber eine partikulire Lésung der Gleichung dyu = 0; Werke II,
S. 198ff). Man berechne in den neuen Koordinaten zunichst
dst=dx® 4 dy® 4 d+® und daraus den ,ersten’’ Differentialparameter

dyu = (g—g)z-k (g—;—f\)z—i— (g;)z Zu der gesuchten Formel fiir 4, kommt

man dann durch die Bemerkung, da3

(1) [[[ A udxdyaz,

erstreckt iiber irgend ein vorgegebenes Raumstiick, eine Integral-
invariante dieses Raumstiicks ist, und daB dementsprechend auch die
bei Festhaltung der Begrenzung gebildete Variation

(2) 6Edludxdydz=—2mAzuéudxdydz

eine invariante Bedeutung haben muB.

Diesen Ansatz hat nun Beltrami 1868 (sulla theoria generale dei para-
metri differenziali, Memorie di Bologna (2) VIII = Werke I) auf n
Variable und ein beliebig vorgelegtes Bogenelement ds* = Na;, dx; d#,
iibertragen. Wir bezeichnen, wie frither, die Determinante von ds®mit a,
die Koeffizienten der reziproken Form mit a?%. Der , erste Differential-
parameter” einer Funktion % wird dann sein:

du du
= \7 k_‘. iy
(3) A, u at P P

An Stelle des Integrals (1) aber tritt:

(4) JI - fauyads,... dx

erstreckt iiber irgend ein #-dimensionales Raumstiick. Den ,,Zweiten
Differentialparameter” 4, 1 werden wir nun in der Weise definieren, daB
wir die bei Festhaltung der Integrationsgrenzen gebildete Variation:

(3 5@41u1/adx1... —-—2ff [, uouVads,...

setzen. Hier wird nach den Regeln der Variationsrechnung:

- Ou,

1 (V“ 2 “"‘ax')

6 Ap=— SN & 0%/
(6) R ¥ 2 o
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und ist, weil nur mit invarianten GréBenverbindungen gerechnet wird,
eo ipso eine Invariante.

Die hiermit erliuterte Methode der Invariantenbildung wird im fol-
genden noch mehrmals zur Geltung gelangen.

Wir wollen dabei von vornherein hervorheben, daB die Irrationalitit
],’d in A1 nur scheinbar auftritt, dafB sie sich vielmehr bei Ausfiihrung
der in (6) angedeuteten Differentiationen von selbst weghebt. — Im
tibrigen kann man, wie dies Beltrami auch ausfiihrt, die Invarianz von
(6) gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen natiirlich durch
direkte Umrechnung des Differentialquotienten bestitigen: Es miite
geradezu moglich sein, die charakteristische Umsetzung, welche die
Variationsrechnung beim Ubergang von (5) zu (6) durch partielle In-
tegration bewerkstelligt, durch eine algebraische Identitdt zu ersetzen.
So haben wir es auf S. 142 oben fiir das bei einem System einzelner
Massenpunkte auftretende Integral der kleinsten Wirkung vermége
Ubergangs zur Lagrangeschen . Zentralgleichung’ gemacht. Indes
scheint dies fiir mehrfache Integrale, wie wir sie hier und in der Folge
vor uns haben, noch nicht ausgefiihrt zu sein.

Die Methode der Integralbeziehungen.

Eine Verallgemeinerung der gerade gelgsten Aufgabe, den zweiten
Differentialparameter einer skalaren Funktion # zu berechnen, ist die,
fiir ein irgendwic gegebenes Vektorfeld des s-~dimensionalen Raumes
die Divergenz aufzustellen. Wir miissen jetzt nur, im Gegensatz zum
vorigen Kapitel, wo wir ausschlieBlich mit orthogonalen Koordinaten
operierten, festsetzen, ob unsere Vektorkomponenten zu den dx; ko-

. . . e as ou
gredient oder kontragredient sein sollen. Die Komponenten 5, des zu-
i
niichst erledigten speziellen Falles sind kontragredient, also mégen wir
auch im allgemeinen Falle zuniichst kontragrediente Komponenten an-
nehmen, die wir
) Uy, Uy, «ony Uy
nennen wollen. Das erste ist dann freilich, da3 wir uns aus ihnen ko-
grediente Komponenten verschaffen, indem wir etwa
! R
(7 §i= Y atkuy
setzen. Tm iibrigen kinnen wir etwa so vorgehen: Wir bilden uns unter
Benutzung GraBmannscher Determinanten die Invariante:
& -
) AWy, cer Uy
(8) dw=Ya 1 "
n-1 e n-l
d( ) %y d( )x”

(wo die d ... d™=1) dje Symbole von irgend (n—1) kogredienten
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Differentialien sein werden). Hieraus wieder die iiber irgend eine (12— 1)~
dimensionale Mannigfaltigkeit erstreckte Integralvariante:

(9) [[Siw.

Diese Mannigfaltigkeit withle man nun insbesondere geschlossen, in der
Weise, daB sie ein bestimmtes #-dimensionales Raumstiick umegrenzt.
Dann kénnen wir (9) in ein n-faches iiber dieses Raumstiick erstrecktes
Integral umsetzen, das bei iblicher Schreibweise des Raumdifferentials
folgende Gestalt hat:

(10) fff(g%%é-i- . ,I_‘Zg_%‘gﬂ) Ax dx, - dx,.

‘“Indem wir im Nenner und Zihler noch ]/3 als Faktor hinzusetzen, cr-

kennen wir, daB

9Yas,

R L At i1
(11) 9 4

Ve
eine Ortsinvariante ist. Sie wird allgemein die Divergenz unseres Vekior-
feldes (1) bedeuten, weil sie es im Falle rechtwinkliger Parallelkoordina-
ten tut.

Auch diese ganze Umrechnung ist, soviel ich sehen kann, zuerst von
Beltrami gegeben, freilich nur im speziellen Falle # = 8 in einer daran
angepafiten geometrischen Begriindung. Man sehe seine ,, Ricerche sulla
cinematica dei fluidi”’, Teil I (Memoria di Bologna (3), I, 1871 =
Werke II).

§ 3. Lipschitz und Christoffel: Invariantenbildung durch
Differentiation und Elimination, insbesondere durch
nkontragrediente Differentiation‘ .

Die im vorigen Paragraphen besprochenen Methoden der Invarianten-
bildung mag man insofern als , transzendent* bezeichnen, als bei ihrer
Entwicklung nicht nur Differentiationen sondern auch Integrationen
benutzt werden. Demgegeniiber kehren wir jetzt zu dem clementaren
Ansatz zuriick, der uns schon im Abschnitt C zu der fundamentalen In-
variante [£2] (der Riemannschen Kriimmungsform) fithrte und dessen
Grundgedanken wir etwa so formulieren kénnen:

,»Es moge sich um Bildung von Invarianten handeln, welche, wenn
tiberhaupt, nur erste Differentiale der x; enthalten. Hat man in J cine
erste solche Invariante, so sind natiirlich 8 Joder 667, ... oder irgend-
welche Verbindungen solcher Ausdriicke, selbst wieder Invarianten.
Enthélt dann diese Verbindung keine hheren Differentiale der x; als
zweite, so wird man diese durch Subtraktion geeigneter Aggregate der



E. §3. Lipschitz und Christoffel: Invariantenbildung durch Differentiation. 193

in der Theorie der geoditischen Linien auftretenden Invarianten be-
seitigen kénnen, wodurch man dann wieder eine Invariante mit nur
ersten Differentialien hat.®

So wurde das Verfahren von Lipschitz in Crelle 72, S. 16—17 (1870)
dargelegt und in erster Linie zu einer moghchst direkten Berechnung
einer quadrilinearen Invariante ¥ (d;, 6, d,, 8,) angewandt, aus der
unser [{2] entsteht, wenn man d; = d,, §, = §,, setzt. Lipschitz fihrt
dann fort: ,,Auf demselben Grunde ruht die Methode des Herrn Chri-
stoffel (Crelle 70, S. 57, 1869), um aus einer mit f (x) kovarianten mehr-
fach linearen ¥orm:

F(d(l)x’ d(Z)x’ cee d(n)x)

eine von gleicher Eigenschaft abzuleiten, bei der die Zahl der Systeme
von Differentialen um Eins gréfer ist.

Diese Methode soll hier dargelegt werden, weil sie fiir Christoffels
eigene Entwicklungen, wie die ganze an ihn anschlieBende Literatur
grundlegend ist. Insbesondere wurde sie von Ricci in seinem Calcolo
assoluto in den Vordergrund geriickt und als ,,kovarianie* Differentiation
bezeichnet ; wir selbst werden, entsprechend dem von uns festgehaltenen
Sprachgebrauch, lieber kontragrediente Differentation sagen?).

Wir beginnen mit dem einfachsten Beispiele, Sei ein Pfaffscher
Ausdruck

(12) NMu,dx,
7
(d.h. ein kontragredientes Vektorfeld u, ... u,) gegeben und vamit

eo ipso als eine der Grundformen in die Reihe der von uns niederzu-
schreibenden Invarianten aufgenommen. Wir bilden uns & (Yu;dx,),
was wir so schreiben werden:

(13) S (Su,dx;)= 'd ;0% 4 \"u 6dx,.

N1
A—/
i,k

Andererseits haben wir uns in der Theorie der geoditischen wLinien
(S.173) den zu den d=x, kogredienten Vektor hergestellt:

ddx,+ Z{i:’}dx,»«ﬁxk
ik

(unter dem Klammerausdruck das sogenannte Christoffelsche Symbol
zweiter Art verstanden). Wir haben danach die weitere Invariante:

(14) S, dx,- )’{”‘}u %, 6%,.

4k, 1

!) Die Bezeichnung von Ricci hat sich heute fast allgemein eingebiirgert. Vgl,
Note 1, S. 187, Bei a,, = const, d, h. fiir Euklidische Riume geht die kovariante
Differentiation in die gewshnliche Differentiation iiber. (¥H.)

i
i
i
i
i
iR
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Wir subtrahieren (14) von (13) und haben so als neue, nur erste Diffe-
rentiale enthaltende Invariante die Bilinearform:

(15) 2[32—2{ v }“r] A%, 0%,
i,k T L
die wir abkiirzend mit
(15) (9) (2 Uy d"z‘)
t
bezeichnen wollen.
Die Erweiterung des Ansatzes auf héhere Fille geschieht, wie schon

angedeutet, in der Weise, daB man statt der Linearform (12) eine Multi-
linearform zugrunde legt. Stellen wir etwa die Bilinearform

(16) DIV E AN
an die Spitze. Wir haben dann als abgeleitete Invariante zunichst:
(17) 6(Z’uikdxi d’xk> Za“‘ﬁdxid'x,c 8%,

ik Y

+ )” Up @' %,0d%,

—{-Zuisdxidd’xs
1,8
ferner als Invarianten gem#B der Theorie der geoditischen Linien:
Zu,kd’x,c (6 dx,+ 2{ 1:} dxiéxl>
.k i
baw. >, dx, <6d’xs—|— 2{’f}d’xkax,)
4,8 k,l

Indem wir von (17) die beiden (18) subtrahieren, bekommen wir die
Trilinearinvariante:

(19) y(%‘::‘ g{iy[}urk—J;’{lf}un)dxid’xkéx,

(18)

ik,
usw. fort.
Natiirlich steht nichts im Wege, in diesen Formeln verschiedene
Differentialreihen dx,, d'x;, ... zusammenfallen zu lassen und dadurch

zu Differentialformen {iberzugehen, welche in einzelnen Differentialen
héheren Grades sind. Umgekehrt kann man vorgelegte Invarianten
hoheren Grades durch geeignete Polarenbildung immer durch multi-
lineare Verbindungen verschiedener Reihen dx;, d’«,, ... ersetzen.

Als Einzelausfiihrungen mogen noch folgende Angaben hier ihre
Stelle finden:

1. Die kontragrediente Ableitung von ds? selbst bzw. seiner Polare
z ik d X; d Xy
ist identisch Null (Ricci und Levi-Civita, Math. Ann. 54, S. 138).
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2. Setzt man in (15) fir die dx,, dx;, die ihnen kogredienten 4%,
so erhdlt man in
B [ S
i,k r
in rationaler Form die Divergenz des Vektorfeldes » (die wir oben, S. 192,
in irrationaler Form abgeleitet hatten); vgl. Math. Ann. 54, S.195.
3. Um die Koeffizienten (¢£, #s) der Riemannschen Kriimmungs-
form durch kontragrediente Differentiation zu gewinnen, bedarf es cines
kleinen Umwegs, den wir von riickwirts durchlaufen wollen, Man leite
nimlich aus dem Lipschitzschen ¥, das wir oben (S.198) erwihnten,
durch Eintragung von 3 a® u, fiir die d'x; die neue Invariante ab:
»

(21) 2@k rs)atru, 8'x dx, 6, .

k80
Eben diese, in den §'x, dx, dx trilinearc Form erzeugt man aus 3u; d&;
durch Bildung der Differenz i
(22) (8) (") (X, dx))— (8 (6) (M, dx}.
Man vergleiche Math. Ann. 54, S. 143, (s ist dieses die Art, wie Ein-
stein in seiner Schrift iiber die Grundlagen der allgemeinen Relativitits-
theorie, Ann. d. Phys. 49, 1916, zu den (ik,#»s) vordringt.)

§ 4. Uber Christoffels Abhandlung von 1869.

Wir haben nun alle Voraussetzungen, um Christoffels S. 166 ge-
nannte Abhandlung von 1869 nach threm Aufbau und ihren Resul-
taten zu charakterisieren; unser Bericht schlie3t sich mit den Schluf-
erorterungen des vorigen Abschnitts gut zusammen.

1. Wie schon f{rither erwiihnt, macht Christoffel nirgendwo von
Integralrechnung  oder Variationsrechnung Gebrauch; scine cinzigen
Hilfsmittel sind Differentiation und algebraische Elimiration.

2. Im iibrigen beginnt er keineswegs damit, wie wir es scither taten,
direkte Methoden zur Aufstellung von Invarianten (oder, wie cr sagt:
Kovarianten) der vorgelegten quadratischen Differentialform Ma;  dx;dx,
zu entwickeln. Vielmehr geht or von dem Aquivalenzproblem aus:
wann kann Ma,, dx, dx, vermige ciner Substitution x; = ¢ (] . .. %))
in cine zweite vorgelegte Form Yag, dx) d v, transformicrt werden ?
Und erst von hier aus kommt er auf dem Wege komplizierter Elimination
zu dem Begriff der Invariante (bzw. Kovariante) von ds®, welche der
entsprechenden Invariante von ds'® gleich sein muB, falls Aquivalenz
stattfinden soll.

Hicrzu ist zu bemerken: auch im Falle der clementaren (lincaren)
Invariantentheorie hat man versucht, die Aquivalenzfrage als Ausgangs-
punkt zu wihlen (vgl. Aronhold in Crelle 62 (1868): Uber cine funda-
mentale Begriindung der Imvariantentheorie). Man ist aber je linger
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je mehr davon zuriickgekommen, nicht nur weil die Rechnungen sehr
kompliziert ausfallen, sondern weil man nicht iibersehen kann, wie weit
die Betrachtungen, die sich ganz im allgemeinen halten miissen, im
speziellen Falle ausreichend sein mégen. Wir haben das schon frither
erdrtert?).

3. Wie dem auch sei, es gelingt Christoffel durch Bewiltigung eines
sehr umfangreichen Formelapparates, aus der Bilinearform:

Gy = Sa;, dx; 0%y,
(der Polaren von ds?) eine quadrilincare Kovariante G, abzuleiten, die
bis auf einen Zahlenfaktor mit dem vorhin erwihnten, bei Lipschitz auf-
tretenden ¥ identisch ist und wie dieses als Polare der Riemannschen
Kriimmungsform [©] angesehen werden kann.

4. Aus seinem G, gewinnt dann Christoffel durch wiederholte An-
wendung der kontragredienten Differentiation eine unendliche Zahl
weiterer multilinearer Kovarianten. Wir haben so schlieBlich eine un-
endliche Reihe von Differentialformen:

Gy Gu Gy, Gy, Goy - ..

5. Und nun entwickelt er einen Satz?), den ich als das Haupt-
ergebnis seiner Uberlegungen ansehe und den Reduktionssatz nennen
mdochte, weil er die Frage nach der Aquivalenz zweier ds® vermége be-
liebiger Substitution x; = ¢, (] ... %) auf eine Aquivalenzfrage der
linearen Invariantentheorie reduziert.

Die Sache ist folgende: Mit den Substitutionen x, = ¢; hat man
fiir die Differentiale die linearen Substitutionen:

a i s 6 ’
(24) dxi—_—gfzdxl_f_..._},gz’idxn.
Aufgefalit als Formen dieser Differentiale miissen also die
Gy, Gy, G5, ... mitden G},G,,Gi,...

linear dquivalent sein (wobei die #; ... %, bzw. %] ... x, die Rolle von
Parametern spielen). Sei jetzt
(25) dx;=cy dxi+ - ¢ dxp

eine lineare Substitution, welche tatsichlich die G, in die entsprechenden
G, iiberfithrt. Dann wird man zu einer zugehdrigen Substitution:

(26) Xp= g (%7 ... %)

!} Auch Riemann geht in seiner Preisarbeit zunachst von der Aquivalenzirage
aus: wann kann X a,, d, dx, in ein ds® mit konstanten Koeffizienten tibergefiihrt
werden? Aber nachdem er so die Bedingungen (i%, #s) = 0 in ziemlich kompli-
zierter' Weise erhalten hat, wendet er sich mit den Worten: ,, Ut indoles harum
expressionum melius perspiciatur’’ zu dem direkten Bildungsgesetze des [£2], wie
wir es oben in den Abschnitten B und C voranstellten.

%) Ohne ihn allerdings als solchen allgemein auszusprechen; dies ist erst durch
Ricci geschehen.
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doch nur dann aufsteigen kénnen, wenn die ¢,y, ¢;, die Integrabilitits-
bedingungen befriedigen:

dc; ® 65“
(27) » T = A
Christoffels Satz ist nun der, daB diese Bedingungen (im Falle unserer
Formenreihe Gy, G4, Gy, ...) von selbst erfiillt sind, so daB also die
ganze Aquivalenzfrage in die Frage einer linearen Aquivalenz ver-
wandelt ist. .

Der genannte Satz erweitert, wie man sieht, den Herrschbereich
der linearen Invariantentheorie. Aber man muB sein Resultat nicht etwa
als besonders einfach auffassen. Denn schon die Frage, ob gegebenen-
falls G, und G, mit G; und Gy — was die Differentiale angeht — linear
dquivalent sind, liegt jenseits der Leistungsfihigkeit der expliziten
elementar-invariantentheoretischen Methoden.

6. Ehe wir das Begriffliche weiter verfolgen, miissen wir andeuten,
wie Christoffel seinen Satz des weiteren benutzt. Er filhrt zu dem
Zwecke eine fundamentale Fallunterscheidung ein:

o) entweder ds? geht (wie wir es heute ausdriicken) durch eine
kontinuierliche Gruppe von Substitutionen x; = @, (%7 ... %) in sich
selbst iiber,

B) oder es gibt solche Substitutionen iiberhaupt nicht oder doch nur
in diskreter Zahl.

7. Den Fall «), der gewissermaBen der interessanteste ist, weil er
die beiden Fille K =0 und Kj, = const umfalt, 1ift Christoffel des
weiteren bei Seite. Ich nchme an, daB dies urspriinglich nicht sein
Plan, sondern die Folge spiterer Resignation gewesen ist. Hatte er
dochvorherdiehierhergehérigen Fillen = 2 bereitsin Angriff genommen?).
Aber schon bei # = 3 gibt cs eine groBe Zahl von hier in Betracht
kommenden Miglichkeiten. Es konnte dies erst klargestellt werden, als
durch Lie eine allgemeine Theorie der kontinuierlichen Transformations-
gruppen geschaffen war. Bel gegebenem ds? kommt immer nur eine
Gruppe mit endlicher Parameterzahl in Betracht und eben diesen ,,end-
lichen' Gruppen hat Lie scin groBes, von 1888—1893 erschienenes zu-
sammenfassendes Werk gewidmet?). Im Anschlufl daran hat Bianchi
spiter alle beil n == 8 auftretenden Moglichkeiten aufgezihlt?). Wir
konnen diese Sache hier nicht weiter verfolgen.

8. Um so cingehender behandelt Christoffel den Fall f). Wenn
tiberhaupt cine isolierte Substitution vorhanden ist, welche ds? in ds’®
iberfilhrt, so muf sich dies schon an der linearen Aquivalenz einer end-

1) Allgemeine Theorie der geoditischen Dreiecke. Math, Abhandlungen der
Berliner Akademice (== Christoffels Ges, Werke I, S. 297ff.).

%) Theorie der Transformationsgruppen. 3 Bde., Leipzig, 188—93. Unter
Mitwirkung von Fr. Engel.

3) Memoria della Societd Italiana delle Scienze, ser. 3a,t. XI, 1807
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lichen Zahl der aufeinander folgenden Reihenglieder G,, G, G, ... mit
den beziiglichen Gj, Gy, Gy, .. . zeigen. Eine obere, in jedem Falle aus-
reichende Grenze fiir die Zahl dieser Reihenglieder wird aber nicht ge-
geben. Auch bedarf wohl das, was Christoffel iiber dén Nachweis dieser
Aquivalenz durch den Vergleich der beiderseits aufzustellenden Linear-
invarianten sagt, der Nachpriifung.

Ich deute nun an, wie Christoffels Reduktionssatz mit den am Ende
des vorigen Abschnitts gegebenen Betrachtungen (S. 1874f.) zu-
sammenhéngt.

Es sei ds? mit ds'2 in der Weise dquivalent, daBB dem Punkte O des
Raumes der x der Punkt 0’ des Raumeés der x’ entspricht.

Dann sind G,, Gy, G, .. ., berechnet fiir den Punkt O mit den Gy, Gy,
G, ... berechnet fiir den Punkt 0’', 4. h. zwei Reihen von Differential-
formen mit konstanter Koeffizienten, die wir zweckmiBigerweise

(28) G3,G3,G8,... wnd G0,G,GL,. ..

nennen, linear dquivalent. Wir werden sic vercinfachen, indem wir
beiderseits Riemannsche Normalkoordinaten Y1 oo Yp bW,y ... 4,
einfithren. Es verwandeln sich dann G bzw. G, oder vielmehr die ihnen
entsprechenden ds® und ds'2, in _S'dy# baw. Ydy;% und die lineare
Aquivalenz wird notwendigerweise eine orthogonale (nicht nur der 4 Vir
sondern auch, weil es sich um konstante Substitutionskoeffizienten
handelt, der v, selbst). Indem wir die Substitution ausdriicklich als
solche bezeichnen, kénnen wir fortan G3 und G aus der Reihe der zu
Vergleich gestellten Formen weglassen. Also G9, G2, . . . und CANCARNNS
sollen durch eine orthogonale Substitution der y; dquivalent sein.

Nun entspricht Gf, wie wir von frither her wissen, bis auf einen
Zahlenkoeffizienten der quadrilinearen Polare des Riemannschen
Differentialausdrucks:

(29) 2 ik, 78)o Ay 09— 0y, dy) (dy, 0y, — By, dy,).

Eine einfache Uberlegung, die wir hier leider nicht ausfithren kénnen,
zeigt ferner, daB G§, G§, . . . in dhnlicher Weise, — bis auf Terme niederer
Ordnung, welche den Vergleich nicht stéren —, den

(29") 2k, 78)y (dy; Oy — 0y; d9y) (dyy 69, — 89, dyy)

2@k, 78)y () (—)
usw. entsprechen, unter (i%, 7s),, (1%, 7s),, ... die Terme erster, zweiter
usw. Ordnung verstanden, welche bei der Reihenentwicklung der (1%, 75)

nach Potenzen der y; entstehen, Der Christoffelsche Satz liuft danach
darauf hinaus, daB diese sukzessiven Ausdriicke vermége einer orthogo-

I
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nalen Substitution der y; den entsprechenden akzentuierten Ausdriicken
dquivalent sein sollen, das heiBt aber, daBl tiberhaupt

(30) 2 Gk, 7s) (dy; Syx—0y;dy) (dy, 8y, — 8y, dy)

dem entsprechenden Ausdruck in akzentuierten Buchstaben orthogonal
dquivalent sein muB.

Nun kommt doch die orthogonale Substitution in diese ganze Fassung
nur dadurch hinein, daB bei gegebenem O die Normalkoordinaten v,
immer noch bis auf eine orthogonale Substitution unbestimmt sind.
Dem Wesen der Sache nach liuft daher der Christoffelsche Satz genau
auf die Behauptung von S. 187 hinaus, daB das normierte ds? durch
Angabe des Ausdrucks (30) véllig mitgegeben ist. Wir kénnen sagen,
daB der Christoffelsche Satz fiir ein beliebiges Koordinatensystem
(% ... x,) genau das ausspricht, was wir fiir das spezialisierte Ko-
ordinatensystem auf S. 187 entwickelt haben.

Ich habe diesen ganzen Gedankengang hier nur eben skizzieren
kénnen und hoffe sehr, daB er bald von anderer Seite eine ausfiihrlichere
Darlegung findet. Man sehe z. B. die am 25. Januar 1918 der Géttinger
Societit vorgelegte Note von Frl. Noether: ,Invarianten belicbiger
Differentialausdriicke.”* 1)

§5. Charakterisierung von Invarianten durch infinitesimale
Transformationen (Lie).

Infinitesimale Transformationen sind eigentlich nur eine besondere
Art, Variationen irgendwelcher Parameter aufzufassen; das Neue gegen-
iiber den Arbeiten aus den ersten Dezennien des 19. Jahrhunderts liegt
inihrer Verbindung mit dem Grappenbegriff bzw. der Invariantentheorie.

DaBl man die Invarianten der Gruppe linearer Substitutionen durch
ihr Verhalten gegeniiber infinitesimalen Transformationen charakteri-
sieren konne, und daB hierauf das Bestchen linearer partieller Differen-
tialgleichungen fiir die Invarianten beruhe, wurde wohl zuerst von
Sylvester (1852) bemerkt. Ein cinfachstes Beispiel mag geniigen, um
den Grundgedanken hervortreten zu lassen.

Wir betrachten eine binére quadratische Form
(31) fe=ayy af 20y, % %y Gy 1§

(mit konstanten Xoeffizienten) und wollen untersuchen, ob es rationale
ganze, homogene Verbindungen zweiten Grades der a,, gibt, welche
gegentiber unimodularen lincaren Substitutionen:

(32) TR s py=1)

Xy =y Xy - 6%,

1) Vgl ferner: H, Vermeil: Differentialinvarianten bei quadratischen Diffe-
rentialformen, Math, Ann. 79 (1019), sowie H, Wey1: Raum, Zeit, Materie; Anhang 1
der 5. Auflage, Berlin 1925, o -
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invariant sind. — Zu dem Zwecke bemerken wir — ich verfahre ganz
ohne Kunstgriff —, daB sich unter den Substitutionen (82) folgende
infinitesimale befinden:

=(1+ &) x| %y = %7 + nxl X, =«
@) 1TUTIE gy A amE
%= (1—¢) x Xy = Xy Xy ==L x5 + %,

(aus denen sich die allgemeinsten (32) durch Wiederholung und Kom-
bination zusammensetzen lassen). Wir kénnen die Substitutionen (33)
auch so schreiben:

0%y = —ex 0%, =—1x, dx, =0
(34a) L (34p) T TR (34c) .t

Oy = +ex, Oy =0 Oty =—"(x,
Es handelt sich nun vor allen Dingen darum, die Substitutionen anzu-
geben, welche diesen (33), (34) entsprechend die Koeffizienten A
von [ erleiden?). Wir finden:

ad a)
[=a1 %%+ 2a0, 2] % + ag, 3
=ay; (14 26) %% -+ 24, % 25+ ag, (1—2¢) %2
und damit:
(85a) dayy = 2¢eay;, Bay, =0, OSay, = —2eay,.
Entsprechend kommt ad b) und ¢):
(35D) 8'ay; =0, 8'ar, =nayy, §ay, = 2nay,
(85¢) 0"ayy =2Lay,, 6" ayy = Lay,, 6" a,, = 0.

Die Inkremente, welche eine Invariante J (@11, ayq, ay,) bei diesen in-
infitesimalen Substitutionen gewinnt, miissen Null sein. Daher erhlt
man die drei partillen Differentialgleichungen, welche zugleich J als
Invariante charakterisieren y:

aJ aj

11 Ba, ~ % Tays 0,
rojy a7

(36) Ay 3_%‘; ‘l" 26112'6"1;"=0,
a7 aJ

2“125-5;‘1'—f- a“aa”=0.

Soll nun J (um bei unserem einfachsten Beispicl zu bleiben) irgend
eine lineare Verbindung der Aggregate zweiten Grades sein:
By, @y @y, @y Gy, Gy, Gy gy, 43,
so findet man sofort, daB J bis auf einen Zahlenfaktor mit
(37) Ad=ay,ay,—a},
iibereinstimmen muB.

1) Es ist natiirlich immer so zu rechnen, da8 man Potenzen héheren Grade
der ¢, n, { wegwirit,
%) Vgl Weitzenback (I c. S. 2), S. 204ff, (H.)
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Ahnlich in allen hheren Fillen. Man wird sofort verstehen, was die
Methode hauptsichlich leistet: Die volle Ausrechnung hoherer In-
varianten kann kaum der Zweck sein, denn man kann mit den resul-
tierenden langen Ausdriicken doch nicht operieren. Vielmehr liegt die
Stdrke der Methode nach seiten der Abzahlung der linear unabhingigen
Invarianten irgendwelcher Bauart.

Nun die Verallgemeinerung, die mein Jugendfreund, der Nor-
weger Sophus Lie (der bei meinem Erlanger Programm Pate stand, und
von dessen Arbeiten noch in einem spiteren Kapitel dieses Buchs viel
die Rede sein wird)?) in zahlreichen Verdffentlichungen von etwa 1875 ab
diesem Gedanken gegeben hat. An Stelle der Gruppe (32), baw. der sie
erzeugenden infinitesimalen Transformationen (33) wird man eine be-
liebige kontinuierliche Substitutionsgruppe und die zu ihr gehérigen in-
finitesimalen Transformationen setzen, und dann fiir diejenigen GréBen,
aus denen man eine Invariante zusammensetzen will, die zugehorigen
,induzierten’ infinitésimalen Transformatiohen berechnen.

Wir withlen als Gruppe hier gleich diejenige G4, die uns tiberhaupt
gegenwiirtig beschiiftigt, also die Gesamtheit aller analytischen Sub-
stitutionen
(38) X g (V... %) .
Sie enthilt als erzeugende infinitesimale Transformationen diese:
(39) 02y = [y (%, ... xu)x con Oxg e (% L xy),

unter / sonst beliebige analytische Funktionen der (%, ... x,) verstanden,
die man in dem Bereiche, in welchem man gerade operiert, wohlgemerkt,
mit allen ihren Differentialquotienten, als unendlich kleine Grélen be-
handeln darf. .

Nehmen wir etwa der Einfachheit halber wieder #==2 und als Objekt
der Invariantenbildung ecine quadratische Differentialform
(40) dst=FEdx}--2Fdx dx,-t Gdxs,

so werden wir erstlich die induzierten Substitutionen berechnen, welche
den Formeln (89) entsprechend die d x,, dann die I I, ¢, dann ihre nach
den x,, x, genomnuenen ersten und zweiten partiellen Differential-
quoticnten erleiden. Diese Substitutionen werden ziemlich umstindlich,
weil die in (39) auftretenden f; nicht nur selbst, sondern mit ihren ersten
und zweitenDifferentialquotienten cingehen, Mit ihrer Hilfe mag man
dann beispielsweise konstatieren, dafi das GauBische Kriimmungsmal
in der Tat bei Zugrundelegung unserer G, cine Invariante von (40) ist.
Neue induzierte Substitutionen (flir die partiellen Differentialquotienten
irgendwelcher vorgegebener Funktion F (%, ... %,) miissen wir heran-
zichen, wenn wir das Analoge fiir die Beltramischen Differentialpara-

1) Das Kapitel blieb unvollendet. (H.)
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meter beweisen wollen, usw. So ist es im 16. Bande der Acta Mathe-
matica von Lies Schiiler, dem Polen Zo rawski, ausgefiihrt worden.

Wollte man seine Rechnungen als bloBe Verifikationen bekannter
Resultate ansehen, so wiirde man ihnen vielleicht wenig Wert beilegen,
Aber sie reichen tatsichlich weiter, indem sie zeigen, daB es, im vor-
liegenden Falle, einfachere Invarianten, als die genannten, iberhaupt
nicht gibt. Bei gréBeren Werten von % gibt es natiirlich viel zahlreichere
Invarianten, Abzihlungen in dieser Hinsicht hat ein anderer Schiiler
von Lie, der Amerikaner Haskins, angestellt; vgl. Transactions of
the American Mathematical Society, t. III, 1902.

Ich will hier nicht auf Einzelheiten eingehen. Wohl aber will ich
im folgenden Paragraphen noch an einem Beispiele zeigen, wie niitz-
lich eine Verbindung dieser Uberlegungen mit den Integralmethoden
der Variationsrechnung sein kann. Es ist ein Mangel der Lieschen
Schule, daB sie dieser Verbindung immer ausgewichen ist.

L)

§ 6. Von der vektoriellen Divergenz eines beliebigen
Tensors ty.

Da mein nichstes Ziel ist, die Bedeutung der hier entwickelten
Theorien fiir die moderne Physik darzulegen!) wihle ich das Beispiel
in engem AnschluB an die physikalischen Betrachtungen des zweiten
Kapitels. Wir hatten damals AnlaB, die Variabelnzahl n =4 zu
setzen und das Bogenelement in der einfachsten Weise zu definieren:

(41) ds?=da}+dxf+ dxj -+ dad

(wodurch der Unterschied zwischen kogredienten und kontragredienten
GréBen verschwand). War dann £, ein symmetrischer Tensor (ein
Zehnertensor, wie wir damals sagten), so leiteten wir aus ihm einen zu-
gehérigen Vektor ab, den wir seine vektorielle Divergenz nannten. Seine
Komponenten waren einfach

NCAT Oy,
(42) Zm, o 2
(siehe S.84 und die auf S. 101 folgenden Erliuterungen tiber deren
physikalische Bedeutung). Die Aufgabe soll sein, diese Entwicklungen
nunmehr auf ein beliebiges ds? = 2, d%, dx, (mit n Variabeln) sinn-
gemaB zu iibertragen.

Sei uns also wieder ein symmetrischer Tensor #,, gegeben (den wir
jetzt ausdriicklich als »kontragredient bezeichnen, um anzudeuten,
daB sich seine Komponenten ebenso umsetzen sollen, wie die a,;).

Wir werden ferner neben den g, « gleich die Koeffizienten a'* der

') Vgl. das Vorwort, (H.)
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konjugierten Form einfithren. Es ist dann 374, a*, oder, wenn wir uns
auf unendlich kleine Werte der a** beschrinken, die wir da** nennen,
(43) Xty 0at®

eine Invariante, ebenso natiirlich das tiber irgend ein Gebiet erstreckte
Integral

(44) J (St 0a®) (Yads, ... dx,).

Wir berechnen nun insbesondere die Werte der §a**, welche durch eine
infinitesimale Transforination:

(45) B =X+ [T (% .. %)

induziert werden.

Zu dem Zwecke miissen wir uns vor allen Dingen daran erinnern, daf
sich, bei irgendwelchen Transformationen der %, die a'% zu den Pro-
dukten dx, dx, kogredient verhalten. Andererseits werden wir Terme
héherer Ordnung in den unendlich kleinen /7, bzw. ihren Differential-
quotienten, von vornherein vernachlissigen. Wir finden dann durch
kurze Zwischenrechnung, wenn wir

a4
ax fr
setzen:
46) @ (2. ;) =atk(x.. %) — Yaitfi— Sakr L
r r
Aber

at® (x1 ... %)
wird durch

. \‘76(:”"
a‘k (xl v xn)— ] 8, /T
T
zu ersetzen sein. Solcherweise ergibt sich:

(47) datk =at* (x,...%,)—at®(x, ... x,)

= (e e,
r r

Mit diesen Werten der da?* gehen wir in das Integral (44) ein. Wir er-
halten so als neue Integralinvariante:

(48) f(%] | 7 (aal:k/'-—a"/f-_-u’”/i)) (Vadx, ...dx,).
U r

Hier gestalten wir die Glieder mit /%, f¢ in der bekannten Weise durch
partielle Integration um, indem wir zugleich annehmen, daB3 der sonst
willkiirliche Vektor fr an den Integrationsgrenzen verschwindet. So be-
kommen wir, nachdem wir noch durch 2 dividiert haben, als Invariante

- = a th
O s A o)

r l’a

(49)

(Vadx, ... dx,),
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aber f* ist ein ganz willkiirlicher, kogredienter Vektor. Wir schlieBen,
daf3 der Ausdruck

No(Yati,at®) 1 7 d atk
(50) cl e AL

E
fir » =1, 2, 3, 4 einen kontragredienten Vektor definiert, den wir

eben die vektorielle Divergenz von #;, nennen.
In der Tat reduziert er sich, wenn die a'* konstant sind, auf

‘;ij ( aik %_?_:)
und wenn speziell alle 2*% = 1, die anderen a¢* = 0 sind, auf
B

d. h. auf die GroBen (42). Dies will heiBen, daB der Vektor (50) aus (42)
hervorgeht, sobald wir fiir die urspriinglichen x beliebige Funktionen
derselben als neue x einfithren und das aus Y dx} dabei entstehende
neue ds? mit Ya,; dx,dx, bezeichnen. Wir erhalten hierbei natiirlich
nicht das allgemeinste ds2, sondern immer nur ein solches von ver-
schwindendem Riemannschen KriimmungsmaB. Immerhin wird es
eine sinngemé&Be Verabredung sein, auch bei beliebi g vorgegebenem ds?
den Vektor (50) als vektorielle Divergenz des Tensors t;1 zu bezeichnen.
Denn die Rechnungen, die wir anstellten, sind so elementar, daB sie durch
Nullsetzen des Riemannschen KriimmungsmaBes an keiner Stelle eine
Vereinfachung erfahren. — Es ist dies genau dasselbe Verfahren der
Analogie, dessen sich Beltrami bediente, wenn er den Begriff des ersten
oder zweiten Differentialparameters auf beliebige ds? ausdehnte — oder
schlieBlich iiberhaupt dasselbe Verfahren, von dem Riemann selbst
Gebrauch machte, als er ein beliebiges ds? als Grundlage fiir die Geo-
metrie des n-dimensionalen Raumes an die Spitze stellte.

SchluBbemerkung.

Indem wir hiermit die Entwicklungen des dritten Kapitels schlieBen,
wollen wir nicht unterlassen hervorzuheben, daB wir trotz groBer
Ausfiihrlichkeit doch nur einen kleinen Teil der in der Literatur vor-
liegenden Entwicklungen, sei es der reinen Analysis, sei es der analyti-
schen Geometrie oder analytischen Mechanik, in unsere Darstellung
eingearbeitet haben. Aber vielleicht hat unsere Darstellung doch einiges
Verdienst, weil wir bestimmte Ideenbildungen in den Vordergrund ge-
stellt haben, die sonst nur hinterher und mehr beildufig zur Geltung
gebracht werden,



Erlauternngen zum dritten Kapitel.

Erliuterungen zum dritten Kapitel.

1. Die moderne Differentialgeometrie in # Dimensionen hat iiber
den Zustand hinaus, den Klein bei der Abfassung dieses Kapitels vor
Augen hatte, zwei wesentliche Fortschritte gemacht.

I. Der neu entstandene Begriff , Infinitesimale Parallelverschiebung'
hat die Theorie der geoditischen Linien und die des Gaufschen Kriim-
mungsmales vertieft und hat die Bedeutung der ,,Dreiindizessymbole’
geklart.

II. Durch den Ricci-Kalkiil ist das rein Rechnerische der Probleme
so durchsichtig geworden, dall die wesentlichen geometrischen Fragen
nicht mehr von Schwierigkeiten formaler Art verdeckt werden; das
war frither dnders.

Die schnellste Einfithrung in die moderne Differentialgeometrie gibt
das zweite Kapitel des Werkes von A. S. Eddinglon: Relativitdtstheorie
in mathematischer Behandlung (Berlin 1925).

Mehr Arbeit erfordern die folgenden, tieferen Darstellungen des
Gegenstandes:

H. Weyl: Rawm, Zeit, Maiterie. Berlin, 3. Aufl. 1819, 5. Aufl, 1625.

T. Levy-Civita: Leziont di calcolo differenziale assoluto. Rom 1925.

Einen griindlichen Bericht iiber alle einschligigen Arbeiten
findet man in dem Werk von D. J. Struik: Mchrdimensionale Differen-
tialgeometrie. Berlin 1922,

Kleins Behandlungsweise des Gebietes hat auch heute nicht ihren
Wert verloren. Sie legt das Fundament frei, auf dem die modernen
Methoden stehen. Wer in ihnen schon aufgewachsen ist, liuft Gefahr,
jene Grundlagen zu vergessen und nur noch , weiterzurechnen®.  Dem
wird hier entgegengewirkt.

Die von Klein bevorzugte invariantentheoretische Formulierung ver-
hilt sich zum Tensorbegriff, der dic anderen Darstellungen beherrscht,
ihnlich wie die Gleichung

bx = a
sich zu
a
x= b
verhilt.

Schnell rechnen kann man nur mit der zweiten. Aber an entschei-
denden Stellen wird man auf die erste zurlickgreifen milssen.

2. S.159: Vgl. Anmerkung 4 zum ersten Kapitel.

3. S.171: Offenbar kann man die Differentialinvarianten auf-
fassen als Grenzfille von Simultaninvarianten zweier oder meh-
rerer Punkte des Feldes, die man zusammenriicken 1aft,

4. S.172[174: Zu §§ 4, 5 vergleiche man besonders die Darstellung
bei Eddington (L. ¢. Anmerkung 1); der Leser wird dort ohne weitere
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leitung die Fortschritte erkennen, die die moderne Forschung iiber den
Kleinschen Bericht hinaus erzielt hat.

5. S.182: Formel (19) gibt die Méglichkeit, aus den Riemannschen
Normalkoordinatensystemen, die ja nur bis auf eine orthogonale Sub-
stitution bestimmt waren, eine invariante Auswahl zu treffen: Man
suche das System so zu wéhlen, da8 die quadratische Form Y K dx, dx),
auf Hauptachsen transformiert ist, d. h. keine gemischten Glieder ent-
hilt. Das ist immer méglich, und zwar im wesentlichen nur auf eine
Weise, wenn die Eigenwerte der Form alle verschieden sind.
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